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1. Problemstellung

Durch die rasante Entwicklung der medizinischen Bildanalyse ist es
möglich, den menschlichen Körper so genau wie nie zuvor zu scannen.
Dabei entstehen jedoch derart große Datenmengen, dass die Speiche-
rung und Übermittlung dieser zum Problem wird. Deshalb werden soge-
nannte Komprimierungsverfahren immer wichtiger. Damit kann
der Speicherbedarf erheblich reduziert werden und somit eine effiziente
Speicherung und schnelle Übermittlung ermöglicht werden.

Die Daten, beispielsweise erzeugt durch Computertomographie, liegen in
Form von einzelnen Schichtbildern vor, die zu einem dreidimensionalen
Volumenbild zusammengesetzt werden können. Bei der Komprimierung
kann man entweder die Schichtbilder einzeln komprimieren (schichtweise
2D-Komprimierung) oder das Volumenbild entlang aller drei Dimensio-
nen (3D-Komprimierung). In meiner Diplomarbeit habe ich ein Verfah-
ren für die 3D-Kompression entwickelt und dieses mit der schichtweisen
2D-Komprimierung verglichen.

2. Bildkompressionsverfahren

Das Bildkompressionsverfahren ist gemäß folgender Graphik aufgebaut:

Zunächst werden die Originaldaten einer Wavelettransformation un-
terworfen. Die Waveletkoeffizienten werden dann quantisiert und ko-
diert. Die derart komprimierten Daten können nun effizienter gespei-
chert und/oder übertragen werden. Bei der Dekomprimierung kommen
die entsprechenden inversen Operationen zur Anwendung. Nur die ver-
lustbehaftete Quantisierung kann nicht rückgängig gemacht werden. Da-
durch entstehen die Fehler im dekomprimierten Bild, die es zu minimie-
ren gilt.

3. Wavelettransformation

Die kontinuierliche Wavelettransformation

Sei ψ ein (Mutter-)Wavelet, also eine Funktion in L2(R), welche die

Zulässigkeitsbedingung 0 < cψ :=
∫
R
|ψ̂(ω)|2
|ω| dω < +∞ erfüllt (ψ̂ be-

zeichne die Fouriertransformierte von ψ).
Weiterhin sei {ψu,s}(u,s)∈Z2 die Waveletfamilie, die sich durch Trans-

lation und Skalierung des Mutterwavelets ergibt: ψu,s(t) = 1√
s
ψ(t−us ).

Dann gilt für ein Signal f ∈ L2(R):

f =
∑

(u,s)∈R2

〈f, ψu,s〉ψu,s

(mit 〈., .〉 werde das Skalarprodukt des Hilbertraumes L2(R) bezeich-
net). Das Signal f kann also aus der Menge der Waveletkoeffizienten
{〈f, ψu,s〉}(u,s)∈R2 rekonstruiert werden.

Diskretierung

Mit Hilfe der Multiskalenanalyse lassen sich Wavelets konstruieren, so
dass die diskrete Menge von Waveletkoeffizienten {〈f, ψm,n〉}(m,n)∈Z2

mit ψm,n(t) = 1√
2m
ψ(t−2mn

2m ), (m,n) ∈ Z2 eine Orthonormalbasis des

L2(R) bildet. Für die Rekonstruktion des Signals gilt folglich:

f =
∑

(m,n)∈Z2

〈f, ψm,n〉ψm,n.

Effiziente Berechnung der Waveletkoeffizienten

Definiert man mit Hilfe der Skalierungsfunktion φ und der Waveletfunk-
tion ψ der Multiskalenanalyse die diskreten Filter h[n] = 〈 1√

2
φ( t2), φ(t−

n)〉 und g[n] = 〈 1√
2
ψ( t2), φ(t−n)〉, so lassen sich die Waveletkoeffizien-

ten als Faltungsprodukt mit diesen Filtern rekursiv berechnen. Folgen-
der Satz liefert die Berechnungsformeln der schnellen Wavelettransfor-
mation:

Satz 1 Schnelle Wavelettransformation
Für die Zerlegung eines Signal in Approximationskoeffizienten
aj[n] = 〈f, φj,n〉 und Detailkoeffizienten dj[n] = 〈f, ψj,n〉 gilt:

aj+1[n] = aj ? h̄[2n]

dj+1[n] = aj ? ḡ[2n]

mit x ? y(n) =
∑
k∈Z y(n − k)x(k) (diskrete Faltung) und x̄[n] =

x[−n] (Spiegelung).
Die Rekonstruktion erhält man durch:

aj[n] = ǎj+1 ? h[n] + ďj+1 ? g[n]

mit x̌[n] =

{
x[p] falls n = 2p
0 falls n = 2p + 1

}
.

Schematische Darstellung von je zwei Schritten der Zerlegung und der
Rekonstruktion:

aj -ḡ ↓2 -dj+1
-h̄ ↓2 -aj+1 -ḡ ↓2 - dj+2

-h̄ ↓2 - aj+2

dj+2 ↑2 g -⊕
aj+2 ↑2 h

6

- aj+1 ↑2 h
6

dj+1 ↑2 g -⊕- aj

Erweiterung ins Mehrdimensionale

Der Tensoransatz liefert Waveletbasen für mehrdimensionale Signale in
L2(Rd):
Satz 2 Orthonormalbasis von L2(Rd)
Sei θ0 = φ eine Skalierungsfunktion und θ1 = ψ das zugehörige
Wavelet, das eine Waveletorthonormalbasis von L2(R) erzeugt. De-
finiere

ψ|ε|(x) = θε1(x1) · ... · θεd(xd)
mit x = (x1, ..., xd) ∈ Rd und ε = (ε1, ..., εd) ∈ {0, 1}d und

|ε| :=
∑d
i=1 εi 2

i−1 (ε ist die Binärdarstellung der Zahl |ε|).
Dann ist

{ψ|ε|j,n}0<|ε|<2d,(j,n)∈Z(d+1)

eine Orthonormalbasis von L2(Rd).

Eigenschaften der Filterbank
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Perfekte Rekonstruierbarkeit ⇔ A0(z)B0(z) + A1(z)B1(z) = 2 und
A0(−z)B0(z) + A1(−z)B1(z) = 0
Möglichst wenige Nicht-Null-Filterkoeffizienten bei möglichst vielen ver-
schwindenden Momenten → Daubechies Filter
Symmetrie: → biorthogonale Filter

Dualbaum-Methode

Um eine höhere Richtungsselektivität und damit bessere Quantisierbar-
keit zu erreichen, werden komplexe, analytische Wavelets konstruiert:

Satz 3 Analytisches Wavelet
Sind ψ1 und ψ2 reelle Wavelets und ist ψ2 die Hilberttransformierte
von ψ1, dann ist

ψc(t) = ψ1(t) + i ψ2(t)

ein komplexes, analytisches Wavelet.
Für die Fouriertransformierte gilt:

ψ̂c(ω) =


2 ψ̂1(ω) für ω > 0

ψ̂(ω) für ω = 0
0 für ω < 0

 .

Die Analytizität widerspricht sich jedoch mit der Forderung nach end-
lichen, perfekt rekonstruierbaren Filtern. N. Kingsbury hat deshalb die
Dualbaum-Methode entwickelt, die aus zwei reellen, parallel aus-
geführten Wavelettransformationen besteht. Interpretiert man den einen
Baum als Realteil und den anderen als Imaginärteil, so erhält man ei-
ne komplexe Transformation. Man erreicht mit diesem Verfahren eine
annähernde Analytizität (nur annähernd, da in der Praxis mit nur we-
nigen Nicht-Null-Filterkoeffizienten gerechnet werden kann).
In der Diplomarbeit habe ich gezeigt, dass man genau dann Wavelet-
Hilberttransformationspaare erhält, wenn die dazugehörigen Filter die
Half-Sample-Delay-Bedingung h2[n] = h1[n− 1/2] erfüllen. Perfekt re-
konstruierbare Filter, die dies annähernd erfüllen, sind die sogenannten
q-shift-Filter.
Die Erweiterung ins Dreidimensionale erfolgt analog zu den reellen Wa-
velets. Da die komplexen, analytischen Wavelets jedoch nur sehr ein-
geschränkte Passbänder haben, sind für die vollständige Beschreibung
eines dreidimensionalen Signals auch komplex konjungierte Varianten
zu betrachten.

4. Quantisierung

Zur skalaren Quantisierung verwende ich Schwellwertoperationen und
Rundungen. Da diese nicht reversibel sind, entstehen hier die Fehler der
Komprimierung. Für die Waveletkoeffizienten der Dualbaum-Methode
lassen sich die Fehler jedoch stark reduzieren, wenn man bei der Dekom-
primierung die sogenannte iterative, projektionsbasierte Fehlermodellie-
rung anwendet. Dabei werden zu den quantisierten Koeffizienten iterativ
Fehlerkoeffizienten addiert, wie in folgender Abbildung dargestellt ist.

Dadurch, dass die Dualbaum-Methode nicht surjektiv ist und deshalb
bei der Rücktransformation die Koeffizienten zunächst in den Bildbe-
reich projeziert werden müssen, kann der Fehler der Quantisierung stark
reduziert werden.

5. Kodierung

Neben allgemeinen verlustfreien Verfahren wie die variable
Längenkodierung ist vor allem die eingebettete zerotree Kodierung von
Waveletkoeffzienten (EZW) nach J. M. Shapiro sehr gut geeignet, um
die quantisierten Koeffizienten zu kodieren. Der ausführliche Algorith-
mus findet sich in meiner Ausarbeitung.

6. Fehlerabschätzung

Mit Hilfe von Besov-Räumen kann eine Abschätzung für den Fehler der
Komprimierung angegeben werden:

Satz 4 Fehlerabschätzung
Sei f ∈ Bsτ,τ mit s > 0, 1

τ = 1
2 + s

d. f̃ erhalte man aus f durch
Quantisierung nach folgender Strategie: Für ein ε > 0 setze man
alle Koeffizienten mit |cλ| ≤ ε auf 0 und die übrigen Koeffizienten
quantisiere man so, dass |cλ − c̃λ| ≤ ε erfüllt wird. Weiter sei Nq
die Anzahl der Bits, die man für die Quantisierung benötigt.
Dann folgt

‖f − f̃‖L2 ≤ C N
−s
d

q .

Damit variiert die Fehlerabschätzungsrate bei der 3D-Kompression und
bei der Methode der Kompression der einzelnen, zweidimensionalen

Schichtbilder um den Faktor S
3
2 mit S gleich der Anzahl der Schichtbil-

der.

7. Ergebnisse

Das 3D-Bildkompressionsverfahren habe ich in Matlab implementiert,
ebenso wie die schichtweise 2D-Komprimierung, um die Ergebnisse ver-
gleichen zu können. Für beide Varianten habe ich verschiedene Einstel-
lungen getestet, wie Filter, Anzahl der Transformationsstufen, Art der
Transformation, Art der Schwellwertoperation und Fehlermodellierung
ja/nein, um die beste Einstellung zu ermitteln. Zum Vergleich der Bild-
qualität verwende ich das Signal-Rauschverhältnis (PSNR), das sich als
skalierter Logarithmus aus dem Verhältnis von maximalem Bildwert
und der Quadratwurzel des mittleren Fehlers berechnet. Als Kompres-
sionsrate setze ich die Anzahl der Nicht-Null-Voxel der Bildreihe vor der
Komprimierung mit der Anzahl der Nicht-Null-Koeffizienten nach der
Quantisierung ins Verhältnis. Folgende Grafik zeigt die Ergebnisse der
3D-Komprimierung im Vergleich zur 2D-Komprimierung:

Das 3D-Verfahren zeigt deutlich bessere Raten. Es kann hier eine Kom-
pression um den Faktor 10 bei einem PSNR-Wert von etwa 38 erzielt
werden.
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