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1 Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt betrachten wir Teilmengen des R”, die eine “differenzierbare Struk-
tur” haben. Wir gehen aus von der Beschreibung affiner Unterrdume. Ist a € R" ein
Vektor und X C R” ein Unterraum mit dim X = k£, so konnen wir den affinen Unterraum

M=a+X={a+x:2€ X} (1.1)

auf zwel verschiedene Weisen beschreiben:

e mit einer Parameterdarstellung: Sei (v,...,v;) Basis von X, sei ® : R¥ — R"
definiert durch

Oty, ... t) =a+ >t (1.2)
dann ist
M =®[RF), &:R* — M bijektiv. (1.3)

e als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems: Sei (wq, ..., w, ;) Basis des
orthogonalen Komplements

Xt ={w: w'zr=0 firallezc X}, (1.4)
sei f:R" — R"* definiert durch
filz) = wj (x —a), (1.5)
so 1ist

M={z: f(z) =0}. (1.6)

Affin lineare Unterrdume koénnen also als Urbild der 0 bzw. als Bild eines R* vermittels
affin linearer Abbildungen dargestellt werden. Verzichten wir auf die Linearitét, so konnen
wir allgemeinere Teilmengen darstellen, etwa gekriimmte Flachen. Wir werden verlangen,
dass die darstellenden Abbildungen differenzierbar sind.

Nun ist es allerdings so, dass man zur Darstellung einer gekriimmten Fléche im allge-
meinen nicht mit einer einzigen darstellenden Abbildung (® bzw. f) auskommt, sondern
mehrere benotigt, die geeignet zusammengesetzt werden miissen.

Definition 1.1 (Mannigfaltigkeit)

Fine Teilmenge M von R™ heifit k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™ (hierbei ist
0<k<n, aeNU{}), falls zu jedem a € M eine offene Umgebung U im R"™ und ein
f € CYU;R"*) existieren mit

MNU={x: f(xr) =0}, rangJs(a)=n—k. (1.7)

O

Die Bedingung (1.7) bedeutet, dass J;(a) maximalen Rang hat. Dazu ist dquivalent, dass
die Ableitung (Fréchet-Ableitung, totale Ableitung) D f(a) : R™ — R"* surjektiv ist.

In den folgenden Beispielen geniigt eine einzige Abbildung zur Darstellung (also U = M).
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Beispiel 1.2

1. Affine Unterrdume. Wie in (1.4) — (1.6) dargestellt, konnen wir in Definition 1.1
U = R" und fiir jedes a dasselbe f wihlen.

2. Niveaumengen. Sei U C R" offen, f € C*(U), ¢ € R,

Ne(f) ={z: f(z) = c}. (1.8)

N.(f) ist eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, falls grad f(x) # 0 gilt
fiir alle x € N.(f). Ein Spezialfall davon ist die Oberfliche der n-dimensionalen
Einheitskugel in der euklidischen Norm,

St =dx: ||z, = 1}. (1.9)
S™~1 ist eine (n — 1)-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit.

3. Orthogonale Matrizen. Eine Matrix A € R™™ ist orthogonal genau dann, wenn
ATA = I, die Menge O(n) der orthogonalen Matrizen im R™™ ist also gegeben
durch

O(n) ={X: X e R™  f(X)=0}
mit

f(X)=XTX -1, f:R RO,

Sym

Da R{4 die Dimension n(n+1)/2 hat, ist hier k = n2—n(n+1)/2 = n(n—1)/2. Wir
wollen zeigen, dass D f(A) eine surjektive lineare Abbildung ist fiir jedes A € O(n).
Es gilt

SO EH) = F(A)) = 1 [(A+ )T (A + tH) — ATA) = HT A+ ATH + tHTH,

also
Dﬂ@H:hm%ﬂA+ﬁD—ﬂAD:H%LHVH.

t—0

Fine Losung von

Df(A)H = B
fiir beliebiges B € Rggﬁ?) ist gegeben durch
1 1
H:imﬁ43,¢ipﬂmH:§wT+m:B.

Also ist D f(A) surjektiv. Die Menge O(n) ist also eine C'*°-Mannigfaltigkeit der
Dimension n(n — 1)/2. Da orthogonale Matrizen die Determinante 1 oder -1 haben,
und da die Determinante stetig ist, ist

SO(n) ={X: X € O(n), det(X) =1}

ebenfalls eine C'*°-Mannigfaltigkeit der Dimension n(n — 1)/2.



Satz 1.3 (Darstellung von C“~-Mannigfaltigkeiten)
Sei M C R", a € N. Dann sind dquivalent:

(i) M ist eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit.

(i1) Fir alle a € M gibt es offene Mengen U,V C R™ und einen C“-Diffeomorphismus
F:U—-V mitaeU und

FIMNU)=VNEy, Ep={(x1,...,25,0,...,0): 2, R, 1<i<k}. (1.10)

(11i) Fir alle a € M gibt es eine offene Menge U C R™ mit a € U, eine offene Menge
T C R* und ein ® € C*(T;R"), so dass ® : T — M NU bijektiv, @1 : MNU — T
stetig st und

rang Jo(t) =k, fir allet € T. (1.11)

Beweis: “(i)=-(ii)”: Sei U’ Umgebung von a € M, sei f € C*(U’;R"™*) mit
MNU ={z:zeR" f(r)=0}, rangJs(a)=n—k.

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass die letzten n — k Spalten von J¢(a) linear
unabhéngig sind. Wir zerlegen x € R™ in

z=(&n), £eRF neR™*.

Die Matrix 9, f(a) € R"#7=%) ist invertierbar. Also gibt es (Satz iiber implizite Funk-
tionen) offene Mengen U; C R*, Uy, C R** mit (ay,...,a;) € Uy, und ein g : Uy — U,
g € C*(Uy; R™F), mit

MO (U xUz) ={(§,9(8): e i} cMNU,
also f(£, g(€)) = 0. Wir setzen
U=UixUy, V=FU), F(&n) =(En—g&)-
Dann ist F injektiv, also ' : U — F(U) bijektiv, und
EmeMnU <« eli, n=gE) <« FEn)eVnE.
Weiter ist

e =L 1)

also Jr(€,n) invertierbar und daher (Satz iiber inverse Funktionen) F' ein C'*-Diffeomor-
phismus. Der allgemeine Fall wird durch Umnumerieren der Koordinatenachsen darauf
zurtickgefiihrt. Seien die Spalten i1, 49, . .., %,y von Jy(a) linear unabhéngig. Sei P : R —
R"™ eine lineare Abbildung, welche die Einheitsvektoren permutiert, und zwar der Form

P(xy,...;xn) = (o Tigy ooy Ty, ) -

Dann ist P(M) eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit der lokalen Darstellung (in
einer Umgebung von P(a))

P(M)NPU)=PMAU)={y:ye PU), (foP ")y =0}
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und die letzten n — k Spalten von Jy,p-1(Pa) sind linear unabhéngig. Also existiert F wie
behauptet mit
VNE,=F(PM)NU)=(FoP)(MnPU)),

das heiflt, F' o P leistet das Verlangte.

“(ii)=-(iii)": Seien F, U,V wie in (ii) gegeben. Wir setzen
T={¢:¢eR" (0) eV}, @) =F"(0).

Dann ist ® : T — M N U bijektiv, @~ = F|(M NU) stetig, und

1) = I (6.0 )

das heifit, Jp entsteht aus Jp-1, indem man die Spalten k + 1,...,n auf 0 setzt. Da
rang (Jr-1(£,0)) = n, ist rang (Jo(§)) = k.

“(iil)=-(1)": Sei a € M, seien U, T, ® wie in (iii) gegeben. Wir setzen ¢ = & *(a) € T und
betrachten den Spezialfall, dass die ersten k Zeilen von Jg(c) linear unabhéngig sind. (Der
allgemeine Fall wird wie oben durch eine geeignete Permutation darauf zuruckgefuhrt )
Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gibt es offene Mengen T.VCRmitce T T,
so dass

~ ~

D= (Dy,...,0):T -V
ein C“-Diffeomorphismus ist. Wir definieren
G:TxR"™F = VxR, GEn) =) +(0,n).

Es ist

Jg 0 . n—

ot = (" 9) et mem,
also ist Jg invertierbar auf 7' x R**. Wir zeigen, dass G bijektiv ist auf 7' x R"*. Es gilt
GEn =GEn) = ®E+0,n)=0E)+0,1) = & =)
= &= 5/ = n= 77/7

also ist G injektiv. Sei nun (y,z) € V x R" . Es ist

(y,2) = ®(€) +(0,7m),

wenn wir £ = Cifl(y) setzen und 7 so definieren, dass die Gleichung erfiillt ist. Also ist G

auch surjektiv und damit ) R
G:T xR -V xR*

ein C'*-Diffeomorphismus. Wir setzen
U=(VxR"™nU,

und zerlegen

Dann gilt fiir alle z € U

reM & JEeT, =2 & 3IeT, G a)=(500 < f(x)=0,



also ist R )
MnNU={z:zeU, f(x) =0}.

Da Jg-1(z) invertierbar ist fiir alle z € U, hat .J(x) maximalen Rang, also rang (J;(z)) =
n — k fir alle x € U. O

Definition 1.4 (Karte, Atlas)

Sei M C R"™ eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung ® : T — M NU
mit den in Satz 1.8(iii) genannten FEigenschaften heifst C*-Karte (oder einfach Karte)
von M. Eine Familie (®;);c; von Karten ®; : Tj — M NU; heifit Atlas von M, falls

Mcl|Jmnuy).
jed
(I
Aus Satz 1.3 folgt unmittelbar, dass jede Mannigfaltigkeit einen Atlas besitzt. Ist M kom-

pakt, so besitzt M einen endlichen Atlas (d.h. einen Atlas mit einer endlichen Indexmenge
J).

Satz 1.5 Sei M C R" eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, seien ®; : T; — M NUj,
j=1,2, C“-Karten von M, sei M NU, NUy # 0. Dann sind

W; =& (MU NUs) (1.12)
offene Teilmengen von R* mit W; C T}, und
Dyl oy Wy — Wy (1.13)

ist ein C®-Diffeomorphismus. Die Abbildung ®;"' o ®1 heifit Kartenwechsel.

Beweis: Nach Konstruktion gilt W; C T} fiir j = 1,2, und dy1o®, : Wy — Wy ist bijektiv.
Wir zeigen, dass W offen ist. Wir fassen M NU; als metrischen Raum auf (mit der Metrik
aus dem R™). Die Menge M N U; N Us ist offen relativzu M NU;, ®; : T; — M NU; ist
stetig, also ist W; als Urbild einer offenen Menge offen. Wir zeigen nun, dass ®; Lo @,
ein C°-Diffeomorphismus ist. Es geniigt zu zeigen, dass ®;' o ®; € C*(W;R¥). Sei
¢; € Wi beliebig. Wir setzen a = ®1(c;). Geméf Satz 1.3(ii) wéhlen wir eine offene Menge
U C Uy NU; mit a € U, eine offene Menge V' C R"™ und eine Abbildung F': U — V mit
F(MNU)=Vn E Wir setzen

W; =o' (MNU).
Dass Wj offen ist, zeigt man genauso wie oben fiir ;. Es ist

Fod,: W, —»R", Fody =(g1,...,0%0,...,0),
Fo®y: Wy —=R", Fo®y=(hy,...,h0,...,0).

Sei g = (g1,---,9%), h = (h1,..., hg). Es ist

rang Jp =n, rangJs, =k,



also
rang Jrop; =k,

also
rang J, = rang J, = k.

Hieraus folgt mit dem Satz iiber inverse Funktionen, dass es Umgebungen Wj C Wj von
¢; = ®;'(a) gibt, so dass

g: Wi —g(Wi), h:Wy— h(Ws),
C*-Diffeomorphismen sind, und dass
@;loq)l :hflog, aule.
Da ¢; € W, beliebig war, folgt ®,' o ®; € C*(Wy; RF). O

Satz 1.5 besagt, dass alle Kartenwechsel C'“-Diffeomorphismen sind. Hieraus 148t sich eine
allgemeinere Definition einer Mannigfaltigkeit M gewinnen, die nicht mehr von vornehe-
rein als Teilmenge des R™ gegeben ist. Solche differenzierbaren Mannigfaltigkeiten werden
in der Differentialtopologie untersucht. (Dort wird {iblicherweise die Bezeichnung “Karte”
fiir die Inverse ®~!, nicht fiir ® wie in Definition 1.4, verwendet.)



2 Das mehrdimensionale Integral

Wir stellen hier das Riemann-Integral dar mit einigen seiner Eigenschaften, die fiir die
Vektoranalysis unmittelbar relevant sind. Das Lebesgue-Integral wird ausfiihrlich in der
Vorlesung iiber Maf3- und Integrationstheorie behandelt.

Das Riemann-Integral auf Quadern. Wir betrachten Quader im R™ der Form

n

Q= H[Cli, bi] - (2.1)

=1

Solche Quader heilen auch achsenparallele Quader. Sind alle Seitenléngen b; —a; gleich,
so heiflit @) ein Wiirfel. Wir wollen das Riemann-Integral

/Qf(x) dx

definieren fiir gewisse Funktionen f : () — R. Mit
MQ) = H(bz — a;) (2.2)

bezeichnen wir das n-dimensionale Volumen von ().

Definition 2.1 (Oszillation, Schwankung)
Sei S Menge, f:S — R beschrinkt. Dann heifit

osc f = sup |f(x) = f(y)] (2.3)
z,yeS
die Oszillation oder Schwankung von f auf S. O
Es gilt offenbar
osc f <2 fll. ose(f +9) ose f+oscy. (2.4)

Eine Zerlegung Z des Quaders ) in (2.1) hat die Form
ai:azgo)<---<aj§Ni):bi, 1<i<n. (2.5)
Die Zerlegung Z induziert eine Zerlegung von () in Teilquader der Form
i=1
wobel s; = xl(-ji), t, =
Wir bezeichnen mit

(Jit+1)

)

jeweils zwei aufeinanderfolgende Teilpunkte aus (2.5) sind.

Qz = {P: P Teilquader von @ geméf (2.6)} (2.7)
die Menge dieser Teilquader, deren Anzahl ist N; =[], V;. Es gilt

MQ) =D MP). (28)

PeQyz
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Za jeder Zerlegung Z betrachten wir Mengen von Messpunkten der Form

{prPGQz}, mit fpePfiir alle P. (29)
Ein Ausdruck der Form
Rz(f) = Y f(&p)A(P) (2.10)
PeQz

heifit Riemannsche Summe fiir f, wobei £p Messpunkte zu Z sind. Wir definieren die
Schwankungssumme von f zur Zerlegung Z als

D)= Y (ose /)~ A(P), (2.11)

PeQz

sie gibt an, wie stark sich zwei Riemannsche Summen zur selben Zerlegung unterscheiden
konnen. Aus (2.4) folgt unmittelbar

Dz(f+9) < Dz(f) + Dz(g) (2.12)

fiir alle f,g: @ — R und alle Zerlegungen Z von Q.

Definition 2.2 (Riemann-Integrierbarkeit auf Quadern)
Sei QQ Quader. Eine beschrinkte Funktion f : QQ — R heifst Riemann-integrierbar (tiber
Q), falls es zu jedem € > 0 eine Zerlequng Z gibt mit

Dy(f) <e. (2.13)

O

Eine Zerlegung Z heiBt Verfeinerung von Z, falls sie aus Z durch Hinzunahme zusitz-
licher Teilpunkte in (2.5) entsteht. Fiir jeden Teilquader P € @z gilt

AP)= > MP), P;={P:PCP,PecQy} (2.14)

Pepy
Lemma 2.3 Ist Z Verfeinerung von Z, so gilt fir alle Riemannschen Summen
[Rz(f) — Rz(/)] < Dz(f). (2.15)
Beweis: Es gilt

Ry(f) = Rz(f) = > fEANP) = Y f(Ep)NP)

PeQz ]SEQZ'
=3 N (f(&p) — FENNP),
PeQz pep;

also

[Rz(f) = Rz(NI < D (ose f) D MP) = Da(f).

PGQZ PEPZ



Lemma 2.4 Sind Z und Z' Zerlequngen, so gilt fir alle Riemannschen Summen
|Rz(f) = Rz (f)] < Dz(f) + Dz (f). (2.16)

Beweis: Ist Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z’, so gilt wegen Lemma 2.3

[Rz(f) = Bz (Pl < [Rz(f) = Bz(F)| + Bz (f) = Bz(f)| < Dz(f) + Dz (f) -

O
Satz 2.5 (Riemann-Integral auf Quadern)
Sei f: QQ — R Riemann-integrierbar. Dann gibt es genau eine Zahl S, so dass
|Rz(f) — S| < Dz(f) (2.17)

qgilt fiir alle Zerlegungen Z von Q. Sie heifst das Riemann-Integral von f iber Q), geschrie-
ben

/ f(z)dz. (2.18)
Q

Beweis: Wir wihlen eine Folge {Z,} von Zerlegungen mit D, < 1/n gemifl Definition
2.2. Die Folge {Rz,(f)} ist eine Cauchyfolge, da

1
+ —
m

S|

\Rz,(f) = Rz, (f)| £ Dz,(f)+ Dz, (f) <

nach Lemma 2.4. Wir setzen

n—oo

Ist Z eine beliebige Zerlegung von @, so gilt

|Rz(f) =S| < |Rz(f) — Rz, (f)| + |Rz,(f) — S|
< Dyz(f) + Dz, (f) + |Rz,(f) = 9]
— Dy(f)

fiir n — oo, also folgt (2.17). Ist S” eine weitere Zahl mit dieser Eigenschaft, so gilt
1S =5 <15 = Rz(f)| +|Rz(f) = 5" < 2Dz(f)

fiir jede Zerlegung Z, also S = 5. O

Warnung: Um eine Zahl S als Riemann-Integral einer Funktion f zu entlarven, geniigt es
nicht, zu jedem € > 0 eine Riemann-Summe Rz(f) mit |Rz(f) — S| < € zu finden. Es
muss in jedem Fall die Bedingung aus Definition 2.2 (Kleinheit der Schwankungssumme)
erfiillt sein.



Lemma 2.6 Sei QQ Quader im R", seien f,g: QQ — R beschrdnkt, seien o, 3 € R. Sind
f und g Riemann-integrierbar, so auch af + Bg, |f| und fg, und es gelten

/Q(aerﬁg :v—a/f dx+5/

>0 = /f )dx >0,

‘/f ) da /\f do,

/me = \Q) = H(bi —a;)dz.

i=1

Beweis: Weggelassen. O

Lemma 2.7 Seien Q = [];[a;,b;], Q" = [[,la}, V)] 2wei aneinandergrenzende Quader mit

b; = a, fiir ein i undaj—a by =0 fir allejyéz Dann gilt

/ fz)dx = / flz)de+ [ f(z)dx (2.19)
QUQ' Q Q’

fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen f: QU Q" — R.
Beweis: Weggelassen. O

Definition 2.8 (Jordan-Nullmenge)
Sei A C R™ beschrinkt. A heifst Jordan-Nullmenge, falls es zu jedem € > 0 eine endliche
Menge W von achsenparallelen Wiirfeln gibt mit

Ac [ w, Y aw)<e. (2.20)

wew wew
a

Teilmengen und endliche Vereinigungen von Jordan-Nullmengen sind ebenfalls Nullmen-
gen, was unmittelbar aus der Definition folgt. Abzéhlbare Vereinigungen von Jordan-
Nullmengen sind im allgemeinen keine Jordan-Nullmengen (Beispiel: Q als Teilmenge von
R). Eine zu 2.8 dquivalente Definition erhélt man, wenn man “Wiirfel” durch “Quader”
ersetzt (Ubung).

Lemma 2.9 Ist Q C R" Quader und A C Q eine Jordan-Nullmenge, so gibt es zu jedem
e > 0 eine Zerlegung Z gemdf (2.5) - (2.7) mit

ACB:=|J{P:PeQz ANP#£0}, Y AP)<ce. (2.21)
reay
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Beweis: Zu € > 0 sei W eine Wiirfeliiberdeckung von A geméfl Definition 2.8, seien die
Elemente von W gegeben in der Form

W - H @ 5],

Wir konstruieren Z geméf (2.5) als Zerlegung von @), indem wir fiir jedes ¢ die Menge

{a iU | {a), 0}

wew

als Teilpunkte wahlen. Es gilt dann nédmlich

YNAMP)S D AW) <&

PCB wew
PeQy

Wir sagen, dass eine Eigenschaft (P) J-fast iiberall gilt, wenn die Menge
{z : (P) gilt nicht in =}
eine Jordan-Nullmenge ist.

Lemma 2.10 Sei @ Quader im R™, sei f : QQ — R beschrdinkt und J-fast tiberall gleich
Null. Dann ist f Riemann-integrierbar, und

/Q f(w) da =

Beweis: Zu € > 0 sei Z eine Zerlegung geméafl Lemma 2.9, es gilt dann

Dz(f) < Y (osc IMP) 2| fllces [RZ(NI < D 1FERINP) < [1f]le

PCB PCB
PEQgy PEQy

O

Lemma 2.11 Sei Q Quader im R"™, sei f : Q — R beschrdankt und Riemann-integrierbar.
Ist g : Q@ — R beschrdnkt und fast tiberall gleich f, so ist g ebenfalls Riemann-integrierbar,

" /Q f(z)de = /Q g(x)dz. (2.22)

Beweis: Anwendung von Lemma 2.10 auf g — f. O

Satz 2.12 Sei Q Quader im R", sei f : (Q — R beschrdnkt und J-fast tiberall stetig. Dann
ist f Riemann-integrierbar tiber Q).
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Beweis: Sei A = {z: x € Q, f ist nicht stetig in x}. Zu ¢ > 0 wihlen wir eine Zerlegung
Z gemif Lemma 2.9. Auf der kompakten Menge K = @\ B ist f stetig, also auch
gleichmiBig stetig. Wir verfeinern Z zu Z so, dass fiir die Teilquader P € Q zmit PC K
gilt, dass oscp f < €. Es folgt

Dy(f)= Y (osc HMP) < Y 21 fllAP) + D eA(P)

PeQ; PCB PCK
< 2[[flloe +eM@Q)-
(]

Die abgeschlossene Kugel beziiglich der Supremumsnorm mit Mittelpunkt x € R™ und
Radius ¢ ist ein achsenparalleler Wiirfel,

{y:lly—z| <e}= H[x —e, i +e] = K. oo(x). (2.23)

Lemma 2.13 Sei A C R¥ beschrinkt. Dann ist Ax {0} eine J-Nullmenge in R™ fiir jedes
n>k.

Beweis: O.B.d.A. sei A = [—M, M]* mit M > 0. Sei ¢ > 0 beliebig. Wir iiberdecken
A x {0} mit Wiirfeln W = K, (z), deren Mittelpunkte x in A x {0} liegen. Es geniigen

dazu .
2M +1
v= (M)

2e

solcher Wiirfel, und deren Volumensumme ist

N. - (26)" = (2M + 1)*(2e)"*
welche also beliebig klein gemacht werden kann. O
Lemma 2.14 Sei A C R" beschrinkt, g : A — R™ Lipschitz-stetig,

l9(w) = 9@l < Llly — 2l fiir alle z,y € A,
sei W Wiirfel mit ANW # 0. Dann gibt es einen Wiirfel W im R"™ mit

gANW)YC W, XW)=(2L)"\(W). (2.24)
Beweis: Ist t € ANW und hat W den Radius r, so gilt
l9(y) = 9@l < Llly — 2]l < 2Lr
fiir alle y € ANW, und wir kénnen W = Ky, o0 (g(z)) setzen. O

Satz 2.15 Sei A C R" eine J-Nullmenge, sei g : A — R"™ Lipschitz-stetig. Dann ist g(A)
eine J-Nullmenge.

Beweis: Zu jeder Wiirfeliiberdeckung von A mit Volumensumme ¢ kénnen wir mit Lemma
2.14 eine Wiirfeliiberdeckung von ¢g(A) mit einer Volumensumme (2L)"¢ konstruieren. O
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Satz 2.16 Sei T C R” offen, ® € CY(T;R™) mit n > k, K C T kompakt. Dann ist ®(K)
eine J-Nullmenge 1m R™.

Beweis: Wir definieren g : T x R"™* — R" als Fortsetzung von ® durch
gla,y) =®(x), zeT,yecR"" .

Es ist ® Lipschitz-stetig auf K, also auch g Lipschitz-stetig auf K x R"7*. Die Menge
K x {0} ist eine J-Nullmenge im R™ nach Lemma 2.13, also auch ®(K) = g(K x {0})
nach Satz 2.15. O

Das Riemann-Integral auf allgemeineren Mengen.
Definition 2.17 (Jordan-Messbarkeit)

Fine beschrankte Teilmenge A von R™ heiffit J-messbar (Jordan-messbar), falls OA eine
J-Nullmenge ist. O

Fiir jedes A C R" gilt
int(A)CAC A, 0A=A\int(A). (2.25)

Eine J-messbare Menge unterscheidet sich daher von einer offenen Menge nur um eine
J-Nullmenge.

Lemma 2.18 Seien A, B C R" beschrinkt und J-messbar. Dann sind auch AUB, ANB
und A\ B J-messbar. Ist A eine J-Nullmenge, so ist A J-messbar.

Beweis: Ubung. O

Aus dem Riemann-Integral iiber Quadern erhalten wir nun das Riemann-Integral auf J-
messbaren Mengen A C R™. Ist f : A — R beschrankt und A J-messbar, so wihlen wir
einen Quader ) C R™ mit A C @) und setzen f auf @ fort durch

. :{f(a:), z €A,

2.26
0, sonst. ( )

Mit der charakteristischen Funktion

1A($):{1, r €A,

0, sonst,
gilt f=14f.

Definition 2.19 (Riemann-Integral auf J-messbaren Mengen)

Sei A C R"™ beschrdankt und J-messbar. Eine beschrinkte Funktion f : A — R heifit
Riemann-integrierbar auf A, falls die in (2.26) definierte Funktion f:Q — R Riemann-
integrierbar ist, und wir definieren in diesem Fuall das Riemann-Integral von f auf A
durch

/A (@) da /Q Flo) da. (2.27)

O
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Unter Zuhilfenahme von Lemma 2.7 sieht man, dass der Wert des Riemann-Integrals in
(2.27) nicht von der Wahl des Quaders () abhéngt.

Lemma 2.20 Sei A C R"™ beschrdinkt und J-messbar, seien f,g : A — R beschrdnkt

und Riemann-integrierbar auf A, seien o, € R. Dann sind auch af + Bg, |f| und fg
Riemann-integrierbar auf A, und es gelten

[t +sp@ds=a [ f)ds+s [ glo)ds,
f>0 = /Af(:lt)d:r;zo,

/Af(x)das g/A|f(x)yda:.

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Rechenregeln fiir Quader in Lemma 2.6 und aus (2.27),
daf+g:f+§usw. O

Satz 2.21 Sei A C R" beschrdnkt und J-messbar, sei f : A — R beschrdnkt und J-fast
tberall stetig auf A. Dann ist f auf A Riemann-integrierbar. Ist A eine J-Nullmenge, so
181

/ f(x)dz=0. (2.28)
A

Beweis: Ist N die Menge der Unstetigkeitspunkte von f auf A, so kann eine Fortsetzung
f von f auf einen Quader Q geméB (2.26) nur in Punkten der Nullmenge N U0A unstetig
sein. Die Riemann-Integrierbarkeit von f folgt nun aus Satz 2.12, angewandt auf f, und
(2.28) folgt aus Lemma 2.10. O

Definition 2.22 (Volumen)
Sei A C R™ beschrinkt und J-messbar. Wir definieren das n-dimensionale Volumen von
A durch

vol (A) :/Aldx. (2.29)

O

Satz 2.23 Seien A, B C R" beschrdankt und J-messbar, sei f : AU B — R beschrdinkt
und auf A und B Riemann-integrierbar, sei A N B eine J-Nullmenge. Dann ist f auch
auf AU B Riemann-integrierbar, und es gilt

[ fayda - /A f(@) d + /B f(z)de. (2.30)

Beweis: Sei f eine Fortsetzung von f gemaB (2.26), dann gilt f = 1aupf = 1af + 15f —
langf, und die Behauptung folgt aus der Additivitat des Integrals. O

Eine unmittelbare Konsequenz des Satzes ist, dass
vol (A) C vol(B), falls AC B,

wobei A, B C R" beschréankte J-messbare Mengen sind.
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Satz 2.24 Sei A C R" beschrinkt und J-messbar, sei (fn)nen eine Folge beschrdnkter
Riemann-integrierbarer Funktionen f, : A — R, welche gleichmdflig gegen eine Funktion
f A — R konvergiert. Dann ist f Riemann-integrierbar, und es gilt

iim [ i Mx:Af@Mm (2.31)

n—oo

Beweis: Sei () ein Quader, welcher A umfasst. Fiir jede Zerlegung Z von @) gilt wegen
(2.12) fiir Fortsetzungen f, f,

Dz(f) < Dz(f = fu) + Dz(fa) < 2| = full ovol (Q) + Dz(fa).-

Zu ¢ > 0 wihlen wir n mit 2||f — fu||_vol(Q) < & und Z mit Dy(f,) < ¢, dann ist
Dy( f ) < 2e. Also ist f Riemann-integrierbar iiber Q. Weiter gilt

/h m-/f ) dz

fiir n — oo. O

Ist f, punktweise konvergent und gleichméflig beschrénkt, so gilt (2.31) ebenfalls (siehe
Ubung); es muss dann allerdings zusitzlich vorausgesetzt werden, dass die Grenzfunktion
f Riemann-integrierbar ist.

Iterierte Integrale, Satz von Fubini. Mit dem Satz von Fubini wird die Berechnung
von mehrdimensionalen Integralen auf die Berechnung eindimensionaler Integrale zuriick-
gefithrt. Wir zerlegen den R™ in zwei Komponenten

R"=RP x R!={(z,y) : x € R?, y € R}

und betrachten achsenparallele Quader P C RP, ) C R?, die sich zu einem achsenparal-
lelen Quader P x @ im R™ zusammensetzen.

Satz 2.25 (Fubini)
Sei f: P x Q — R Riemann-integrierbar, es existiere das Riemann-Integral

/ f(z,y) dy (2.32)
Q

fiir alle x € P. Dann ist die Funktion
oo [ Haw)dy (2.33)
Q

Riemann-integrierbar auf P, und es gilt

PXQf(a: »y) d( /(/fx y dy> x. (2.34)

Beweis: Siehe Blatter, Analysis 2, Kapitel 13. O
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Vertauscht man die Rollen von P und @, so erhélt man (mit entsprechend modifizierten

Voraussetzungen )
o f(z,y) d(x,y)—/Q(/Pf(x,y) dw) dy , (2.35)

und damit die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge. In der Vorlesung Maf-
und Integrationstheorie wird der Satz von Fubini fiir das Lebesgue-Integral bewiesen.

Zur Notation: Fiir eindimensionale Integrale schreiben wir wieder

b
d tatt dx .
/af<x> ¢ sta /Mfcv) v

Beispiel n=2,p=q=1, P=Q =

2 1 =2
/ d(z,y) // x:/ — dx
pr($+y x+y 1 T yly=1
L = 1) —1 "
_/1 r+1 z+2 x—[n(:p—l— ) —In(e + )L:1
9
=In-—.
8

Folgerung 2.26 Sei Q = [[_[a;,bi], f: Q — R stetig. Dann gilt

bl n
/f dx—/ flzy, .. xn)dey - - day (2.36)

und die Integrationsreihenfolge kann belzebzg vertauscht werden.

Beweis: Folgt mit Induktion aus dem Satz von Fubini. O

Hat f eine Produktform, so zerfillt das n-dimensionale Integral in ein Produkt eindimen-
sionaler Integrale. Beispiel: n =2, P =[1,2], @ = [1, 3],

2 3 2 3 2 3 3 26
/ xy?d(x,y)z/ / xy?dyd:r:/ x/ y2dydx=/ fvdw-/ dey:g-g
PxQ 1 J1 1 1 1 1

=13.

Ein Integral iiber eine J-messbare Teilmenge A C R™ kann ebenfalls zerlegt werden. Sei
wieder
R"=RP xR? = {(x,y) : x € R? | y € R}.

Fir x € RP setzen wir
A ={y:yeR?, (z,y) € A}.
)

Es ist dann 14(z,y) = 14,(y). Sei A im Produkt der achsenparallelen Quader P C RP
und ) C R? enthalten. Fiir f : A — R gilt nun, falls die Voraussetzungen des Satzes von
Fubini erfiillt sind,

/Af@s,y)d(x,y):/PXQ1A<x,y>fx y dydx—//u F () dy da

) (2.37)
:/P A flz,y)dydz .
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Ist etwan =2, p=¢ =1, und hat A die Form

A={(r,y):a<z<b, p(r) <y <Y(x)}, (2.38)

soist P =a,b], Ay ={y : ¢(x) <y < ¢(x)} und damit

b pip(z)
r,y)d(x,y) = x,y)dydx. 2.39
/Af( y)d(x,y) /a/w) f(z,y)dy (2.39)

Im Falle f =1 wird (2.37) zum Prinzip von Cavalieri

vol (A) :/onl (Ay) dx. (2.40)

Als Beispiel betrachten wir die Flidche ( = zweidimensionales Volumen) der oberen Hilfte
des Einheitskreises,

A={(z,y): —1<2<1,0<y<V1—2%}.
Es ist

1 p/ima? 1 -
vol(A):/Ald(x,y):/ / 1dyda::/ \/1—:B2d:v:§.
-1Jo -1

Substitution, Transformationsformel. Im Eindimensionalen haben wir die Substitu-

tionsregel
T(b

) b
f0)dy = [ FT@)T @) ds. (2.41)

T(a)

Die sogenannte Transformationsformel verallgemeinert (2.41) ins Mehrdimensionale, sie
lautet

/ ﬂ@@:/ﬂﬂ@Mammww (2.42)
T(U) U

Der Betrag taucht in (2.41) nicht auf, weil die linke Seite dort durch die Unterscheidung
von unterer und oberer Grenze eine Orientierungsinformation enthélt,

[ swar=— [ swyay

T(b)

Sei P = [a—d, a+d] ein achsenparalleler Quader mit Mittelpunkt a € R™ und Seitenléngen
2d;, d € R™. Wir wollen das Bild 7T'(P) unter einer differenzierbaren Abbildung 7" durch
das Bild unter der Linearisierung DT(a) approximieren. Fiir € € [0, 1] betrachten wir die
Quader

Y. = T(a) + (1 - ) DT(a)(P — ),

Ve =T(a)+ (1+&)DT(a)(P —a). (243)

Satz 2.27 Seien U,V C R" offen, T : U — V ein C*-Diffeomorphismus, sei Q C U ein
achsenparalleler Quader. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein & > 0, so dass fir alle Quader
P=la—d,a+d C Q mit|d|| <¢ gilt

Y. CT(P)CY®. (2.44)
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Beweis: Sei € > 0. Wir definieren das Restglied

r(z,a) =T(x) — T(a) — DT (a)(z — a),

acqQ. 9.45
pla,a) = DT(a) " r(,0). el 249
Rechte Inklusion: Sei P = [a — d,a + d], es gelte

p(z,a) € (P —a), firallexe P. (2.46)

Dann gilt fiir alle z € P
T(x)=T(a)+ DT (a)[xr —a+ p(x,a)] € T(a) + DT (a)[(1 +¢)(P —a)],
also T'(P) C Y=.
Linke Inklusion: Zu y € Y. konstruieren wir ein x € P mit einer geeigneten Fixpunktite-

ration. Es gilt

y=T@) & y=T(a)+DT(@—a+p,0)
& w=a—p(x,a)+ DT(a)  (y—T(a)) =: S(x).

Wir wollen zeigen, dass S : P — P eine Kontraktion ist. Da y € Y., gilt fiir jedes x € P
DT(a)"'(y—T(a)) € (1 —e)(P —a),
also unter Verwendung von (2.46), da —(P —a) = P — a,
S(x)ea+e(P—a)+(1—¢)(P—a)CP.
Weiterhin gilt

DS(z) = —DT(a) ! 0 0yr(x,a) = —DT(a) ' o [DT(z) — DT (a)],

also
IDS ()|l < |DT(a)7'| - | DT(x) — DT(a)] . (2.47)
Aus dem Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen folgt, dass S eine Kontraktion ist, falls
1
|IDS(x)]| < 3 fir alle x € P. (2.48)

Aus der Kompaktheit von @, der Stetigkeit von DT ! sowie der gleichméiBigen Stetigkeit
von DT und r folgt nun, dass es ein § > 0 gibt, so dass (2.46) und (2.48) gelten fiir alle
P wie verlangt, und damit die Behauptung. O

Satz 2.28 Seien U,V C R" offen, T : U — V ein C*-Diffeomorphismus, sei Q C U ein
achsenparalleler Quader. Dann gilt

vol (T'(Q)) = /Q | det DT'(z)| dz . (2.49)
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Beweis: Die Menge T'(Q) ist J-messbar, da 0T(Q) = T'(0Q) gilt (7" ist in beide Richtun-
gen stetig), 0Q eine J-Nullmenge, T" Lipschitz-stetig auf dem Kompaktum @, und somit
insgesamt O7T'(Q)) nach Satz 2.16 eine J-Nullmenge ist. Sei ¢ > 0, sei Z. eine Zerlegung
von (), so dass alle P € )4 die Bedingung

Y.CcT(P)CY®

in Satz 2.27 erfiillen. In der Maf3- und Integrationstheorie wird gezeigt, dass fiir das
Volumen der Parallelotope Y. und Y* gilt

vol (Y.) = (1 —¢)"|det DT (ap)|vol (P),

vol (V¥) = (1+¢)"| det DT (ap)|vol (P) (2.50)

wobei ap den Mittelpunkt von P bezeichnet. Es folgt
(1 —¢)"|det DT (ap)|vol (P) < vol(T(P)) < (14 ¢)"| det DT (ap)|vol (P). (2.51)

Nun ist
= > |det DT(ap)|vol (P) (2.52)

PeQz,

eine Riemannsche Summe fiir das Integral in (2.49), und aus (2.51) folgt

(1—2)"R. <vol(T(Q)) = > vol(T(P)) < (1+¢)"R.. (2.53)

PeQz,
Da z +— |det DT(x)| auf dem Kompaktum @ gleichméBig stetig ist, konnen wir die
zugehorigen Schwankungssummen D, beliebig klein machen. Nach Satz 2.5 konvergieren

die Riemannschen Summen R. fiir ¢ — 0 gegen das Integral, und (2.49) folgt nun aus
(2.53). O

Satz 2.29 (Substitutionsregel fiir Quader)
Seien U,V C R" offen, T : U — V ein C -Diffeomorphismus, sei QQ C U ein achsenpar-
alleler Quader, sei f : T(Q) — R stetig. Dann gilt

/ fly dy—/f )| det DT'(z)| dx . (2.54)

Beweis: Sei Z eine Zerlegung von @, sei f7 : T(Q) — R eine stiickweise konstante
Approximation von f,

=Y f(TE)rae) (),

PeQz
wobei £p € P fest gewihlt sind. Mit Satz 2.28 folgt nun

/ fydy = 3 F(T(Ep) / @)y = 3 FE)wol (T(P)

PeQz PeQyz

= 3 #(T(En) [ ldet DT() o = /Q (T(6¢))1p(x)| det DT(x)|da

PeQz PGQZ

:/fz ))| det DT(x)| d .
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Da T und f auf @ bzw. T(Q) gleichmiBig stetig sind, gibt es Zerlegungen Z,,, so dass
fz, — [ gleichméBig, und die Behauptung folgt aus Satz 2.24. O

Man kann Satz 2.29 erweitern auf einen allgemeineren Integrationsbereich, es ist auch
nicht erforderlich, dass T" auf dem Rand des Integrationsbereichs bijektiv ist.

Satz 2.30 (Substitutionsregel, Riemann-Integral)

Seien U,V C R" offen, T' : U — V stetig differenzierbar, sei K C U kompakt und J-
messbar, sei DT(x) invertierbar fir alle x € int (K), sei f : T(K) — R stetig. Dann
qilt

f0)dy = [ F(T(a))] det DT ()| do. (2.55)
T(K) K

Beweis: Siehe Blatter, Kapitel 13. O

Fiir das Lebesgue-Integral vereinfacht sich die Situation etwas, man kann die Substituti-
onsregel fiir beliebige offene Integrationsbereiche formulieren.

Satz 2.31 (Substitutionsregel, Lebesgue-Integral)

Seien U,V C R"™ offen, T : U — V ein C'-Diffeomorphismus, sei f : T(U) — [—o0, o]
Lebesgue-integrierbar. Dann ist die Funktion x — f(T(x))| det DT (x)| Lebesque-integrierbar
auf U, und es gilt

/ ﬂ@@:/ﬂﬂWMamwww (2.56)
T(U) U

Beweis: Siche die Maf3- und Integrationstheorie. O

Die Substitutionsregel wird oft dann angewendet, wenn 71" die Rolle einer Koordinaten-
transformation spielt. Wir betrachten Polarkoordinaten in der Ebene. Sie sind gege-
ben durch

T(r,) = (rcosp,rsing), T:[0,00)x [0,27] — R2. (2.57)

Wir kénnen Satz 2.30 anwenden mit U = R? K = [0, M] x [0,27], f : T(K) — R und
erhalten

/T(K) flz,y)d(x,y) = /OM /O27r f(rcose,rsinp)rdedr. (2.58)

Alternativ kénnen wir Satz 2.31 anwenden mit U = int (K), K wie eben, f: T(U) — R,
und erhalten

M 21
/T(U)f(x,y) d(z,y) :/0 /0 f(rcose,rsinp)rdedr. (2.59)

Im Falle des Lebesgue-Integrals wird die Situation des ”uneigentlichen Integrals” (unbe-
schranktes Integrationsgebiet bzw. Polstellen von f) gleich miterfasst, etwa U = (0, 00) X
(0,27), T(U) = R*\ {(2,0) : 2 > 0},

/_Z/_Zf(x’wdxdy:/OOO/O%f(rcosw,rsingo)rdgodr. (2.60)

Beispiel 2.32
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1. Sei f: R? — R rotationssymmetrisch, das heifit,

fl,y)=g(v/22 +42), g:R, - R.
Die Formel (2.60) wird zu

oo 2m 00
flz,y) dxdy:/ / g(r)rdgodr:27r/ g(r)rdr.
R? o Jo 0
2. Fliche des Kreises Ky um 0 mit Radius M: Es ist g = 1jo a1,
M
vol (Kyy) :/ ld(z,y) = 27r/ rdr=mM?.
Ky 0

3. Fir

erhalten wir

*° & 2 2 & 2 2
/ / e @) do dy = 27r/ re”" dr = —me "
—o0 J —00 0

Da andererseits

also

r=00

r=0

o] 00 o) 2
/ / @) iy dyy — (/ o= dx) 7

/ e_xde:ﬁ.

oo

folgt auBlerdem

Wir betrachten nun Kugelkoordinaten im Raum. Sie sind gegeben durch
T(r,0,p) = (rsinf cosp,rsinfsinp,rcosb). (2.61)

Der Nordpol (0,0,r) entspricht dem Winkel ¢ = 0, der Siidpol (0,0, —r) dem Winkel
0 = 7, der Aquator mit den Vektoren (7 cos g, rsinp,0) dem Winkel § = 7/2. Falls wir
als Definitionsbereich fiir die Integration

T:U = (0,00) x (0,7) x (0,27) — R?. (2.62)

setzen, so ist

R*\ T(U) = {(z,0,2) : . >0, z € R}

eine (Lebesgue-) Nullmenge im R?, und es gilt
det DT'(r,0,¢) = r*sinf. (2.63)

Die Substitutionsregel, auf dem gesamten R? formuliert, wird zu

/_Z/_Z/_Zf(%yaz)dxdydzz/OOO/OQW/OWf(T(r,H,<p))rzsin9d0dgodr. (2.64)
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Beispiel 2.33

1. Sei f:R?® — R rotationssymmetrisch, das heifit,

f($»y7z):9(\/$2+y2+22), gR+—>]R

Dann ist (f o T)(r, 8, ) = g(r), also

RB

00 2 s s oo
flzyy,2)d(z,y,2) = / / / g(r)r?sin6d dp dr = 27r/ sin@d@/ g(r)r*dr
o Jo Jo 0 0
= 47?/ g(r)yrdr. (2.65)
0

2. Volumen der Kugel K um 0 mit Radius R: Hier ist g = 1o g,
9 R 4
vol (Kg) = 47T/ 1.5 (r) dr = 47?/ r?dr = §7TR3 :
0 0

3. Gravitationspotential der Kugel Kz mit rotationssymmetrischer Dichte p: Das Po-
tential im Punkt P = (0,0, a) oberhalb der Kugel (a > R) ist gegeben durch

o]l
ulP) = 7/KR Jo— P, ™

wobei v die Gravitationskonstante ist. Wir substituieren x = T'(r, 6, ¢) und erhalten
p(T(r,0,¢)) = p(r),
sowie

IT(r,0, ) — P2 = r?sin® 0 cos® p + r? sin? § sin® ¢ + (a — 7 cos §)?
=r?sin?0 + a* — 2ar cos 6 + r? cos® 0

=a’®+ 1% —2arcosh.

Es folgt also

p(llzl5) /R /2“ / p(r)r?sin 6
u(P) = T dr = do dy dr
(7) 7/KR |z — Pl ! o Jo Jo Vaz+r?2—2arcosf 7

R T : 8
= 27rfy/ p(?”)’l"Q/ o do dr .
0 o vVa2+r2—2arcosf

Substitution ¢t = — cos#, dt = sin 6 df ergibt

t=1

i in 6 ! 1 1
/ S d9—/ dt = —a? +r? + 2art
0o vVa2+r2—2arcosf 1 Va2 + 12+ 2art ar

= (Viat P - Va-) =,

ar a

t=—1
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also

u(P) = 47;77/0 p(r)r?dr.

Andererseits gilt fiir die Gesamtmasse der Kugel

0 R
M = p(x)dx = 47r/ Lo, (r)p(r)r® dr = 47T/ p(r)r®dr,
Kg 0 0
also o
gl
py=1%.
u(P) = —

Als Ergebnis erhalten wir: Das von der Kugel herrithrende Gravitationsfeld ist au-
Berhalb der Kugel dasselbe wie das von einer Punktmasse M im Nullpunkt erzeugte

Feld.
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3 Das Oberflichenintegral

Thema dieses Kapitels ist das Integral

/M £(6)dS(€)

einer Funktion f, die auf einer Mannigfaltigkeit M C R™ definiert ist. Dabei soll dim(M) =
k < n und das Integral ein k-dimensionales Integral sein. Im Spezialfall f = 1 soll sich
der k-dimensionale Inhalt

Vol (M) = /M 1dS()

von M ergeben. Eine typische Situation ist M = 00, wobei ) C R" offen ist, mit k = n—1,
M ist also die “Oberfliche” von €2, daher die Bezeichnung “Oberflichenintegral”. Im Falle
n = 3 ist k = 2 und 0N zweidimensional, voly(M) ist dann der Flicheninhalt von M.
Andere in Anwendungen héufig auftretende Félle sind &£ = 1 mit n = 3 oder n = 2.

Inhalt eines niederdimensionalen Parallelotops. Wir wollen den k-dimensionalen
Inhalt eines von k Vektoren aufgespannten Parallelotops im R™ betrachten. Seien zunéchst
k =n, wy,...,w, € R¥ Dann ist das Parallelotop “volldimensional”, und es gilt (siche
Maf- und Integrationstheorie), wie wir bereits im vorigen Kapitel verwendet haben,

volg (Plwy, ..., wg]) = |det B|, (3.1)

wobei B € R¥F) die Matrix mit den Spalten wy, ..., wy ist. Sei nun vy, ..., v € R” und
A € R™F) die Matrix mit den Spalten vy, ..., vs. Wir betrachten zunichst den Spezialfall

Sinnvollerweise soll gelten
volg (Plvy, ..., vg]) = vol, (Plwy, ..., wg]). (3.3)

Nun ist ATA € R*F und

A= (?) , ATA=(B" 0) (g) = BTB,

und weiter

det(AT A) = det(BT B) = det(B") det(B) = (det B)?,

also
det(ATA) = |det B| = voly Plwy, ..., wg],

vol, (Plvy, ..., vg]) = v/det(AT A) (3.4)

im betrachteten Spezialfall einen k-dimensionalen Inhalt liefert, welcher (3.3) erfiillt.

so dass die Definition

Sei nun vy, ..., vr € R™ eine beliebige Menge linear unabhéngiger Vektoren. Wir betrach-
ten eine orthogonale Abbildung auf R", welche den k-dimensionalen Unterraum X =
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span {vy,...,vx} auf R¥ x {0} abbildet, mit zugehériger orthogonaler Matrix U € R(™™).
Da U alle Langen und Winkel invariant lasst, soll sinnvollerweise gelten

vol, (Plvy, ..., vg]) = volg (P[Uvy, ..., Uuvy)). (3.5)

Aus (3.4) folgt, da (UA)T(UA) = ATUTUA = AT A,

volg (P[Uvy,...,Uv]) = /det(UA)T(UA)) = \/det(ATA) ,

so dass (3.5) erfiillt ist, wenn wir (3.4) auch fiir beliebige linear unabhéngige vy, ..., vy
zugrundelegen.

Definition 3.1 (Volumen eines Parallelotops)
Seien vy, ...,v, € R™. Wir definieren das k-dimensionale Volumen des von ihnen aufge-
spannten Parallelotops als

voly, (Plvy, ..., vg]) = y/det(ATA), (3.6)

wobei A € Rk die Matriz mit den Spalten vq, ..., v ist. Die Elemente von AT A erhilt

man als Skalarprodukte,

(]
Falls die Vektoren vy, ..., v linear abhéingig sind, ergibt sich
volg (Plvy, ..., ue]) =0,

da dann rang (AT A) < rang (A) < k gilt.

Im Spezialfall k£ = 2 ist das Parallelotop ein Parallelogramm, wir betrachten Plv, w] mit
v,w € R". Sei ¢ der Winkel zwischen v und w, also

cos p = (v,_w) .
o]l - flwll
Es ist dann . . .
v viv vtw
ATA = <wT) (v w) - (wTv wTw) ’
und
det(ATA) = (v"v)(w"w) — (Ww)(w"v) = [v||* |w]]® = (v, w)?
= |lv|]* lw[]*(1 = cos® ) = [|v]|? [Jw]|* sin® p,

der Flacheninhalt des Parallelogramms ist also

voly (Plo, w]) = [[vfllw]| sin o . (3.8)

Zerlegung der Eins.
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Definition 3.2 (Triger)
Sei (X, d) metrischer Raum, Y Vektorraum, f: X — Y eine Abbildung. Die Menge

supp (f) ={z:z € X, f(x) # 0} (3.9)

heifit der Trdger (engl.: support) von f. O

Definition 3.3 (C*°-Zerlegung der Eins)
Seit K C R", sei U = (Uj)1<j<n eine offene Uberdeckung von K. Eine Familie (o)i1<j<n
von Funktionen a; € C(R™) heifst C*°-Zerlegung der Eins fir K beziglich U, falls gilt

0<a; <1, [fir alley, (3.10)
supp (o) C U, fiir alle j, (3.11)
N
Zaj(x) =1 fallsx e K. (3.12)
j=1
(]

Die Zerlegung der Eins stellt ein Werkzeug zur “Lokalisierung” dar. Mit ihrer Hilfe kénnen
wir eine Funktion f: K — Y, Y Vektorraum, zerlegen in eine Summe

N
F=> af, (3.13)
j=1

deren Summanden «;f ihren Tréger jeweils innerhalb der Mengen U; haben. Meistens
werden die Mengen U; als beschrénkte Mengen gewéhlt, dann haben alle Funktionen «; f
einen kompakten Triger.

Wir zeigen jetzt, dass kompakte Teilmengen des R™ immer eine C'*°-Zerlegung der Eins
besitzen.

Satz 3.4 Sei K C R" kompakt, sei (U(x))zex ein System offener Mengen mit x € U(x)
fiir alle x € K. Dann gibt es endlich viele 27 € K, 1< j < N, mit

N
K c|Ju@),
j=1
und eine C*-Zerlequng der Eins fiir K beziglich (U;)1<j<n, wobei U; = U(z?).

Beweis: Wir definieren 1) : R — R durch

o(t) = {exp(—%) , t>0,

0, t<0.




Es ist dann ¢ € C®°(R), und es gilt ¢ (t) = 1 fiir t < 1, ¢ (t) = 0 fiir t > 4. Zu jedem
x € K wihlen wir e, > 0 mit B(z;3¢e,) C U(x). Weiterhin wéhlen (K ist kompakt) wir
endlich viele 27 € K, 1 < j < N, so dass

N
K C UB(.I’j;éfj), €5 = Egxi s

J=1

a;(x) = ¢ <—”x _8; H2> :

Dann ist @; € C®(R") mit 0 < &; < 1, &; = 1 in K(a?;¢;) (wobei K(x;¢) = {y :
ly —z||, < e}), und &; = 0 auBerhalb von K(27;2¢;). Eine Zerlegung der Eins wie
verlangt erhalten wir nun durch

und definieren fiir x € R"

a;(z)
pla) + Yo dxl(x)

Der Nenner ist ungleich Null fiir alle 2 € R", da p(xz) =1 falls >, d(z) = 0. Weiterhin
ist supp a; = supp &; C U;. Da p(x) = 0 fiir alle z € K, folgt Zj a; =1 auf K. O

aj(r) = (1 —

||::2

Folgerung 3.5 (Existenz einer C*°-Zerlegung der Eins)
Sei K C R" kompakt, sei U = (U;)1<j<n eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es
eine C'°-Zerlegung der Eins fir K beziglich U.

Beweis: Fiir jedes x € K wihlen wir ein V' € U mit x € V und setzen U(x) = V. Nach
Satz 3.4 gibt es endlich viele U(2'), 1 <1 < L, und eine zugehorige Zerlegung der Eins
(B1). Zu U; € U definieren wir o; = ) 3, wobei iiber diejenigen ! summiert wird, fiir die
U(a') = U; gilt. Dann ist (a;)i<j<n die gesuchte Zerlegung der Eins fiir U. O

Das Oberflichenintegral. Sei ® : R¥ — R", ®(t) = At mit A € R(®), Dann ist gemiB
Definition 3.1

voly, (®([0,1]F)) = voli (Aey, ..., Aey) = y/det(ATA).

Definition 3.6 (Mafitensor, Gramsche Determinante)

Sei M C R"™ eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, sei & : T — M NU eine Karte
von M, wobei U C R™ und T C R* offene Mengen sind. Wir definieren G : T — RFF)
und g : T'— R durch

G(t) = Js(t) Js(t), g(t) = detG(t). (3.14)

G heifit der Mafitensor, g die Gramsche Determinante. O

Definition 3.7 Se: M C R" eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit, Eine Funktion
f M — R heifst integrierbar iber M beziiglich der Karte ® : T'— R", falls die durch

t= f(@()Vg(t) (3.15)
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definierte Funktion tiber T integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir

L L Jeasie) = / F(@(t))/g(0) dt . (3.16)

O

Im Falle des Riemann-Integrals muss 7" auBerdem J-messbar sein (sonst ist das Integral
tiber T' nicht definiert), das heifit, 7" muss eine J-Nullmenge sein. Solche Karten kann
man aber immer finden, wir gehen darauf nicht weiter ein.

Das folgende Lemma zeigt, dass das Integral auf der linken Seite von (3.16) nur von der
Menge ®(T"), nicht aber von der Wahl von ® abhéngt, und dass also Definition 3.7 sinnvoll
ist.

Lemma 3.8 Sind ® : T — R und ® : T — R" Karten mit ®(T) = ®(T), so ist f
integrierbar iber M beziiglich ® genau dann, wenn f integrierbar ist iber M beziiglich ®,

und es gilt
/T F(®(0)/g(t) dt = / F(®(5)v/5(s) ds (3.17)

Beweis: Wir betrachten den durch ¥ = &~! 0 & definierten Kartenwechsel ¥ : 7' — T.
Nach Satz 1.5 ist ¥ ein C“-Diffeomorphismus. Sei nun f integrierbar iiber M beziiglich
®. Aus der Substitutionsregel (Satz 2.31) folgt, dass die Funktion

89—>f \/ |detJ\p

auf T integrierbar ist, und dass gilt

/T F(@(1)v/a() dt = / F(@(W(5))v/g(T ()] det Ju(s)]| ds

Esist ® = ®o v, also
Ji(5) = Jo(¥(s)) Ju(s),

also
g(s) = det(J3(s)" J3(s)) = det(Ju(s)" Jo(P(s))" Ja(U(s)) Ju(s))
= det(J\I,(s)T) det(J¢(\IJ(s))TJq>(\II(S))) det(Jy(s))
= g(¥(s))(det Jy(s))?,
also

Definition 3.9 (Oberflichenintegral)
Sei M eine kompakte k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™. Ein f: M — R heifit
integrierbar tiber M, falls es einen endlichen Atlas (®;)1<j<n, ©; : T; — M N U;, gibt,
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so dass f integrierbar ist iber M beziiglich aller Karten ®;, 1 < j < N. In diesem Fall
definieren wir das Oberflichenintegral von f diber M als

N

IRGEGEY

1

L etosedso. (3.18)

wobei (a;)1<j<n eine C°-Zerlegung der Eins fiir M beziglich (U;)1<j<n ist. O
Das folgende Lemma zeigt, dass Definition 3.9 sinnvoll ist.
Lemma 3.10 In der Situation von Definition 3.9 gilt:

(i) Zu jedem endlichen Atlas (®;)1<j<n gibt es eine solche C*-Zerlequng der Eins
(@j)1<j<n-
(11) Fiir alle i,j gilt: Ist f iber M beziglich ®; integrierbar, so auch o, f.
(i1i) Der in (3.18) definierte Wert des Oberfiichenintegrals hdangt weder von der Wahl
des Atlas noch von der Wahl der Zerlegung ab.

Beweis: Die Aussage (i) ergibt sich aus Folgerung 3.5. Zum Beweis von (ii) bemerken wir,
dass fiir alle t € Tj gilt

0 < ai(®;(0))]f (25 ()] 95 () < [F(®;(1))]1/95(1)

also definiert der mittlere Ausdruck eine auf 7} integrierbare Funktion. Zum Beweis von
(iii) betrachten wir einen weiteren endlichen Atlas

(Pr)1<h<r - Oy Tj, — M N Uy,

fiir M mit C'°°-Zerlegung der Eins

(5%)1<k<1v
Es gilt dann
o dS(€) = () S
D [,y WONOSEO =3 [ S auasier©ds(o
=33 a@w@r s,
und ebenso
ay, ds(&) = (&) d5(€)
S [ HOMOaS©O =33 [ auar00dS(e



und fiir alle j, k gilt

/q)(T_)&k(Qozj(f)f(f) ds(€) =/ ar(§)ay(€) f(£) dS(€)

®;(Tj)NP(Tk)

_ /@ o @O as().

da ara; = 0 auBerhalb von ®,(7}) N &y (T). O

Ist K Teilmenge einer k-dimensionalen C'“~-Mannigfaltigkeit M, so definieren wir

/K £(6)dS(e) = /M Le(©)F(6) dS ().

falls 1 f iiber M integrierbar ist. Fiir f = 1 erhalten wir den k-dimensionalen Inhalt von
K

Volk(K):/MlK(f)df.

Ist
VOlk (K) =0 y

so heifit K eine k-dimensionale Nullmenge in M. In diesem Fall gilt

fease) = [ slease).
M\K M
falls f iiber M integrierbar ist.
Beispiel 3.11

(i) Kurvenldnge: Sei T' = (a,b) C R, ® : T' — R" stetig differenzierbar mit ®'(¢) # 0
fir alle ¢t € (a,b), M = ®(T). Es ist dann

@3(2)

(1) = G(1) = Ju(t) Jo(t) = (@0 @) [ 5 | =D @l
1) =

/M1d5(g):/T1\/@dt:/ab||q>'(t)||2dt.

Der 1-dimensionale Inhalt von M ist also gerade die Lange der Kurve ®.
(ii) Rotationsflachen: Sei f : (a,b) — R stetig differenzierbar, sei f > 0. Dann ist
M ={(z,y,2): v € (a,0), y* + 2* = f(2)*} (3.19)
eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R®. Die durch
O(t,s) = (t, f(t)coss, f(t)sin s) (3.20)

definierte Abbildung
®:T = (a,b) x (0,27) — R? (3.21)
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ist eine C'!'-Karte von M, da

1 0
Jo(t,s) = | f'(t)coss —f(t)sins (3.22)
f'(t)sins  f(t)coss
den Rang 2 hat. Der Mafitensor von @ ist
G(t,s) = Jo(t,s) Js(t, s) = (1 +£ '(t)? ; 8)2) , (3.23)

Die Menge
i M\ ®(T) = {(t, f(£),0) : t € (a,b)}

ist eine 2-dimensionale Nullmenge in M. Also ist

Afw@zémmaaaéﬁﬁamM¢@ o
_/O%/bf(t)mdtds—27r/bf(t)\/mdt- (3.25)

(iii) Oberfliche der Einheitskugel im R3: Das ist ein Spezialfall von (ii) mit (a,b) =

(—=1,1), f(t) = v1—t% Es ist

£t =——=

V1—12
also gilt

/ 1dS(€) = 27 1f(t)\/1+f’(t)2dt:27r/1 1dt = 4r .
M —1 1

(iv) Inhalt des Graphen einer Funktion: Sei T C R"! offen, F': T — R stetig differen-
zierbar,

M={(t,F(t):teT}CR". (3.26)

Die Abbildung
O:.T—>R", Pt)=(tF()),

ist C'-Karte mit ®(T) = M. Es ist

Jo(t) = (31F(t) : {8”_117@))

OF(t)
Gt) = Jo(t) Ja(t) =1 + : (01F(t) -+ 0, F(1)),
On1F(t)
also (siche Lemma 3.12 unten)
g(t) = det G(t) = 1+ ||grad F(t)][3. (3.27)

Der (n — 1)-dimensionale Inhalt des Graphen von F ist also

/M1d5(§):/T\/1+|ygradF(t)H§dt. (3.28)
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Lemma 3.12 Seia € R™, I € R™™ die Finheitsmatriz. Dann ist
@map - 14,
det(I +ad?) =1+ |jall5, aa® =] : : (3.29)
@1+ Ay,
Beweis: Sei a # 0 (sonst trivial). Wir berechnen die Eigenwerte von I + aa”:
(I +aa’)r =Mz & (a’z)-a=(\—1)z

Es ist also a ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 + [|a||2, und jeder Vektor 2 mit z1la ist
Eigenvektor zum Eigenwert 1. Wir erhalten also eine Basis aus Eigenvektoren mit den
Eigenwerten

/\1:1+||CL||§, >\2::)\m:17

also

det(I + aa®) H)\ =1+ |alf;.

O

Satz 3.13 Sei M eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™, sei r > 0. Dann ist
rM ={rz: x € M} (3.30)
ebenfalls eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit im R™. Ist f : rM — R, so gilt
f integrierbar iber rM & x— f(rz) integrierbar iber M (3.31)

und in diesem Fuall ist
| s@ase) = | reeas(o), (3.32)

Beweis: Ist & : T'— U N M Karte fiir M, so ist
T —rUNrM, &) =rd(t),

Karte fiir 7M. Die erste Behauptung folgt nun aus Satz 1.3. Zum Beweis von (3.31) und
(3.32) bemerken wir, dass

g(t) = det(J5(t)" J5(t)) = det(r*Jo (1) Ja(t)) = r*"g(t),

also gilt fiir jede Karte

/Tf t\/g(t) dt = /fr@ )r*\/g(t) dt .

Summation iiber eine Zerlegung der Eins liefert die Behauptung. O
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4 Der Integralsatz von Gauf3

Wir betrachten offene Mengen © C R"™ mit der Eigenschaft, dass 0f2 eine (n — 1)-
dimensionale C''-Mannigfaltigkeit ist und © lokal nur auf einer Seite von 9 liegt.

Definition 4.1 (C'-Rand)

Sei Q C R™ offen. Wir sagen, dass Q einen C'-Rand hat, falls gilt: Fiir alle a € 02 gibt
es eine offene Menge U C R™ und eine Funktion f € CY(U) so dass V f(x) # 0 fiir alle
x e U gilt und

NNU ={x:zeU,f(x) =0}, (4.1)
QNU ={z:z €U, f(x) <0}. (4.2)
O

Definition 4.2 (Tangentialvektor, Tangentialraum)

Sei M C R" eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M. Ein v € R" heifit
Tangentialvektor an M in a, falls eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ existiert
(wobei I ein offenes Intervall im R mit 0 € I ist) mit

p(0)=a, ¢0)=v, o{I)cM. (4.3)

Die Menge
To(M) = {v : v ist Tangentialvektor an M in a} (4.4)
heif$t der Tangentialraum an M in a. O

Satz 4.3 (Charakterisierung des Tangentialraums)
Sei M C R™ eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M, sei U C R™ offen mit
a € U. Dann gilt:

(1) To(M) ist ein k-dimensionaler Unterraum des R™.

(ii) Ist ® : T — MNU eine Karte von M mit ®(c) =a, c € T, T C R* offen, so bilden
die k Spalten der Funktionalmatriz Jo(c), das heifit die Vektoren

{01@(c),...,0:P(c)}
eine Basis von T,(M).

(iii) Ist
MNU={z:xz€U, f(x)=0}
mit f € CYU;R"™*) und rang J;(a) =n — k, so ist

T.(M)={v:veR" (v,Vfi(a)) =0 firallei, 1 <i<n-—k}. (4.5)
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Beweis: Sei V] der von den Spalten von Jg(c) aufgespannte Unterraum und
Vo={v:veR" (v,Vfi(a))=0firalei, 1 <i<n-—~k}.
Wegen dim(V}) = dim(V,) = k geniigt es zu zeigen, dass
Vi CT,(M)C V. (4.6)
Zum Beweis der ersten Inklusion sei
k
v = Z )\jaj(I)(c)
j=1
ein beliebiges Element von V;. Wir definieren fiir hinreichend kleines € > 0 eine Abbildung
¢ : (—e,e) = R" durch
o(s) = P(c1 + A1s, 0+ Aas, ..., cp + \gs) .

Dann ist ¢(s) € M fiir alle s, ¢(0) = a, und aus der Kettenregel folgt

P'0)=Jalo) [ 1 | =D Xo®(c) =v,

Y

also v € T,(M). Zum Beweis der zweiten Inklusion sei v € T,(M). Wihle ¢ : (—¢,&) — R™
geméf Definition 4.2, dann gilt f(y(s)) = 0 fiir |s| hinreichend klein, also gilt fiir alle i
mit 1 <:<n-—-~k

0= (fiop)'(0) = (Vfi(¢(0)),¢'(0)) = (Vfi(a),v) ,
also ist v € V5. O

In Satz 4.3 ergibt sich aus (iii) im Spezialfall dim M = n — 1, dass dim7,(M) = n — 1
und dass V f(a) auf T,(M) senkrecht steht.

Satz 4.4 (Existenz einer stetigen dufleren Normalen)
Sei Q2 C R™ offen, Q habe einen C'-Rand. Dann gibt es genau ein Vektorfeld v : 992 — R"
mit den folgenden Eigenschaften: Fir alle a € 0 gilt

v(a) LTo(98), |v(a)ll, =1, (4.7)
fiir alle a € Q) gibt es ein € > 0 mit
a+tv(a) ¢ Q, firallet e (0,¢). (4.8)

Das Vektorfeld v ist stetig auf 0S2. Der Vektor v(a) heifit der duflere (Einheits-) Norma-
lenvektor an 0S) in a.
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Beweis: Nach Satz 4.3 ist ist dim 7,(092) = n — 1, und es gilt fiir z € R”
2 L T,(002),2#0 & z=AVf(a) fiirein A € R, A #0.

Fiir solche z und hinreichend kleines ¢ > 0 gilt (mit f wie in Definition 4.1)

o(t
Fa+t2) = Fla) + £ T F(a) + oft) =NV S+ o) = ¢ (M 7@+ 42 )
also folgt fiir hinreichend kleine ¢
a+tzéQ & fla+tz)>0 & A>0.
Falls auflerdem ||z||, = 1 gelten soll, ist also
V/(a)
via) = ——~— (4.9)
IVf(a)ll,

der eindeutig bestimmte Vektor, welcher (4.7) und (4.8) erfiillt. Da f stetig differenzierbar
ist, ist v stetig in a, und da a beliebig war, ist v stetig auf o). O

Wir betrachten als Spezialfall das Normalenfeld an den Graphen einer Funktion. Sei dazu
x € R™ zerlegt in
r=(2',2,), ©eR" z,€eR, (4.10)

und wir betrachten folgende Situation: W C R"! ist offen und beschrinkt, h € C*(W)
mit h(W) C I = (a,b) C R,
M = graph (h) = {(2,z,) : 2 e W, z,, = h(2")} CW X I, (4.11)
A={(2"\z,): 2’ eW,z, €1, 2, <h(z)}. (4.12)
Nach Konstruktion im Beweis von Satz 4.4 (siehe (4.9)) gilt fiir x € M
(=Vh(2'), 1)
I(=Vh(a"), DI,

v(z) = (4.13)

Satz 4.5 (Partielle Integration im R")
Es liege die Situation (4.10) — (4.13) vor. Dann gilt fiir alle f € CY(W x I) mit kompaktem
Trager in W x I

/ 0,f () d = / F(Em(E)ds(E), 1<i<n. (4.14)
A M

Beweis: Da f kompakten Triager hat, sind f und 0, f stetig und beschrénkt, also existieren
alle Integrale, die im Folgenden auftreten.
Fall 1: i = n. Es ist (Fubini)

h(z')
/Aanf(x)dx:/w/a Onf (2, x,) da, dz :/Wf(x,h(x))dx
= | @ @ W1+ VR
_ /M F(E)vn(€) dS(©),
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da g(z') = 1+||Vh(z')||; gilt fiir die Gramsche Determinante der Funktion 2’ +— (2, h(z')),
siehe (3.27).
Fall 2: Sei 1 < ¢ <n — 1. Die durch

h(z")
F(x) :/ f(&', ) dx,

definierte Funktion F : W — R hat kompakten Triger in W, also gilt (Ubungsaufgabe)

h(z")
0 —/ O;F(x') da’ —/ 0; (/ f(@, z,) dacn> dz’ .
w w a

Es folgt weiter (unter Verwendung von Fubini und (4.13))
h(z")
0= [ [ s de 4 p bl DOnG) | do
w a
h(z")
:/ / O;f («, ) dmnda:’—l—/ f(@' h(z")o;h(z") da'’
W Ja w

_ / 0. () de /W £ b)), R )T + VA2 da!
_ / O,f (x) d — / F(E)m(€) dS(€) .
A M

O

Folgerung 4.6 Satz 4.5 gilt auch, falls A auf der anderen Seite von M liegt, das heifst,
falls

A={(2"\z,): 2’ eW, x, €1, z,>h()}, (4.15)
gilt. Die dufsere Normale ist dann gegeben durch
h(z'), —1
v(z) = V), =1) (4.16)

I(VA(z'), =1l
FEbenso gilt Satz 4.5 auch, falls die Darstellung von M nach einer anderen Koordinate

aufgelist ist, also

M = {(l’l,...7l‘n) : (ZL’l,...,JIZ‘_l,IZ‘+1,...7I’n) eW, x; = h(fEh...,wi_17$i+1,...,$n)}
(4.17)
und A, v entsprechend.

Beweis: Entweder durch Modifikation des Beweises von Satz 4.6 oder durch Transforma-
tion auf die Situation des Satzes. O

Satz 4.7 (Gauflscher Integralsatz) B
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, Q0 habe einen C'-Rand. Sei U C R™ offen mit Q C U,
sei F': U — R™ ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

/Q div F(z) dz — / (F(&), v(£)) dS(€). (4.18)

o0
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Beweis: Fiir jedes € Q wihlen wir eine offene Menge U(z) mit x € U(z) C Q. Fur
jedes x € 0f) betrachten wir zundchst geméf Definition 4.1 eine lokale Darstellung
NU' ={f=0}, QnU' ={f <0},

mit f € CY(U’) und V[ # 0 iiberall. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es
offene Mengen (die wir 0.B.d.A. konvex wihlen kénnen) W(z) C R*! I(x) C R und
h, : W(z) — I(x), h, € C*(W(zx)) mit
U(z) NoQ = {(2',z,) : &, = ho(2)},
Ulx)NQ={(",2,) : x, < he(2)},
U(x) =W(x) x I(z),

oder mit “>" statt “<” beziehungsweise aufgelost nach x; statt x,,. Gemif Satz 3.4,

angewendet auf K = Q U 99, wihlen wir endlich viele U(27);<j<y und eine zuge-
ordnete C*°-Zerlegung der Eins (a;)1<j<y. Wir numerieren so, dass x',..., 2" € 9Q,
oML 2N € Q. Es gilt nun
n N
/diVF(x) drx = / Z@k (Z oszk> (x)dx
Q Q k=1 j=1
N n
= / > ooy Fi)(x) de
Q=1 k=1

:Z/Qdiv(osz)(x) dx ,
/a (P(©).(€) dS(6) = Z /a @y (OF(E).1(€) d5(©).

Es geniigt daher, den Satz fiir o; ', 1 < j < N, zu beweisen.
Fall 1: j < M. Wir wenden Satz 4.5 an mit

f=a;F, A=QnU@), M=00nU("),

und erhalten

/Q div (a; F)(z) dv = /Q 00 Fi)(z) dw = /8 ) a; (§) Fi(E)vi (&) dS(€)
- | (ost@r©.ue) dsto).

Fall 2: M < j < N. Esist U(z7) C €, also supp (a;) C Q, also

/6 0y (OF(E).(€) 59 =0,

und (Ubungsaufgabe)

/ﬂdiv (a;F)(z)dz = ; /Q (o Fr)(z)dz = 0.
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Satz 4.8 (1. Greensche Formel)
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, Q habe einen C'-Rand. Seien f € CY(U), g € C*(U),
wobei U C R™ offen ist mit Q@ C U. Dann gilt

/Q f(2)Ag(x) dz = — / (Vf(e). Vo)) do+ | f@D0©dSE©).  (419)

wobei
dvg(§) = (Vg(&),v(£))

die Richtungsableitung in Richtung der duferen Normalen bezeichnet. (0,g heifst auch die
Normalenableitung von g.)

Beweis: Sei F': U — R" definiert durch

F(z) = f(z)Vg(z),
dann ist
(F'(&),v(§)) = f(§)ng(E),
und

div F(z) = (V[f(2), Vg(x)) + f(x)div (Vg(x)) = (V[(z), Vg(x)) + f(z)Ag(x) .

Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.7. O

Folgerung 4.9 (2. Greensche Formel)
FEs liege die Situation aus Satz 4.8 vor. Dann gilt (setze f =1)

/Q Ag(x) di = / 0.01€)dS6). (4.20)

Ist auferdem f € C*(U), so gilt
/Q (fAg — gAf)(x) de = / (29~ 0.1 (). (4.21)
O

Wir kénnen den Satz von Gaufl heranziehen, um die Divergenz eines Vektorfeldes F' zu
interpretieren. Sei F' in einer Umgebung eines Punktes x € R™ stetig, sei B(x;¢) die offene
e-Kugel um z. Der Ausdruck

| @) dste

gibt den Fluss von F' (bzw. irgendeiner durch F' beschriebenen Grofie) durch den Rand
von B(z;e) an, der Ausdruck

1
TG g, (FIO1E) 450 (422)

denselben Fluss, bezogen auf das Volumen der Kugel.
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Satz 4.10 (Divergenz als Quellstiirke)
Sei U C R™ offen und F : U — R™ ein C1-Vektorfeld. Dann gilt fiir alle x € U

1

v (@) = timy s | o (FO).1(E) 450 (4.23)

Beweis: Fiir ¢ > 0 mit B(z;¢) C U gilt mit dem Satz von Gauf

_
vol (B(z;¢))
B 1

~ vol (B(z;¢))

JRGCEGEECREND

/ div F(y) — div F'(x) dy‘ < sup |div F(y) — div F(x)|.
B(z;e)

yeB(z;e)

Da div F' stetig ist, folgt die Behauptung. O
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5 Der Integralsatz von Stokes

Wir beschiiftigen uns zuniichst mit einer zweidimensionalen Situation. Sei Q C R? offen,
beschrinkt, mit einem C'-Rand 09. Wir nehmen an, es gebe eine stetig differenzierbare
Parametrisierung 7 : [a,b] — R?, mit r(a) = r(b), so dass r : [a,b) — 9 bijektiv ist und
r'(t) # 0 gilt fiir alle ¢ € [a, b].

Sei v : 9 — R? das zugehorige Normalenfeld, siche Satz 4.4. Fiir a € 99, a = r(t) ist
T,(09) = span{r'(t)} = {\'(t) : A € R},

also

r'(t) L v(r(t)).
Durch die Parametrisierung r wird ein Durchlaufsinn fiir 02 festgelegt. Wir sagen, dass
02 von r im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, falls

det(v(r(t)) | r(t)) > 0. (5.1)

Das ist dann der Fall, wenn

_ 1 r5(t) () = |1 va(r(t))
o) = e (10)) o= ol () e

Anschaulich bedeutet das, dass 0f2 entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und
dass 2 immer “links von der Richtung 7’(t) liegt”.

Satz 5.1 (Satz von Stokes im R?)
Sei Q C R? offen und beschrinkt, Q habe einen C*-Rand 090, welcher von der Parametri-

sierung v im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird. Sei U C R? offen mit Q C U,
sei F': U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/T F(z) - dx = /Q (W Fy — o Fy) () da . (5.3)

Beweis: Aus der Definition des Kurvenintegrals und aus (5.2) folgt

[F(x)-dx:/ab (F(r(t)), 7' (1)) dt:/ab<F(r(t)),( (ﬁ(
- [L(E9 ) vy 1= [ <(_FF) ©.(6)) d5(6

_ / (O Fs — 0 F)) (&) da,

letzteres nach dem Satz von Gaufl. O

Fiir F': R? — R?,



gilt also
/ F(x)-dx—/ldx—)\z(ﬂ),
B Q
also etwa fiir den Einheitskreis Q = B;(0; 1), (t) = (cost,sint)

N(Q) = /0 ' (F(r(t)),r'(t)) dt = %/0 ' sin?(t) 4 cos?(t) dt = 7.

Wir beschiiftigen uns nun mit dem Satz von Stokes im R3. Dieser involviert die sogenannte
Rotation eines Vektorfeldes F' : V — R3, V C R? offen, definiert durch

rot F: V — R3, (5.4)
(I‘Ot F)(l’) = (82F3(l’) — 83F2(l‘), 03F1(:1:) - (31F3(x), 61F2($) — 82F1([L’)) . (55)

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3. Wir betrachten nur den Spezialfall,
dass M durch eine einzige Karte (siehe Kapitel 1) beschrieben wird,

M=®T), ®:T—R* T cCR?offen. (5.6)
Sei nun 2 C R? offen und beschrinkt, €2 habe einen C*-Rand 09, es gelte
QCT.
Wir betrachten B
A=3(Q) (5.7)
und definieren (nur fiir den Rest dieses Abschnitts)
0A = P(09). (5.8)

Unter 0A stellen wir uns den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Mannigfal-
tigkeit ®(2) vor. Sei nun V C R? offen, M C V, F : V — R3. Der Satz von Stokes
besagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen gilt

/8 ; F(x)-de = /A ((rot F)(&),v(£)) dS(€). (5.9)

Hierbei miissen der Umlaufsinn der Randkurve A und die Normalenrichtung v(€) zuein-
ander passend gewéhlt werden. Das erreicht man, indem man erstens 0A parametrisiert
durch eine Kurve ® o7 : [a,b] — A, wobei r : [a,b] — T eine Kurve ist, welche 0Q im
mathematisch positiven Sinn durchlduft, und zweitens das Vorzeichen der Normalen in
einem Punkt £ = ®(u), u € Q, festlegt durch (“x” bezeichnet das Vektorprodukt im R3)

1
) Bt < et
Es ergibt sich dann, da (® o r)'(¢t) = Jo(r(t))r'(t),

91D (1) x Bad(u). (5.10)

b
AAF(x)-dx:LOTF(x)-dx:/a (F(D(r(t))), Jo(r(t))r'(t)) dt (5.11)
:/ (Ja(r()TF(@(r(1))). 7' (1)) dt (5.12)
:/F(u)~du, (5.13)
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wobei F' : T — R? definiert ist durch

Fu) = Jo(u)TF(d(u)). (5.14)
Wir kénnen jetzt Satz 5.1 anwenden und erhalten
r Q
Nach (5.14) hat F die komponentenweise Form
Fi(u) = (0;®(u), F(®(u))) , i=1,2. (5.16)
Aus der Produktregel (fiir Skalarprodukte) und der Kettenregel folgt
31%’2(“) = (010:®(u), F(2(w))) + (02@(w), Jp(P(u))01P(u)) (5.17)
Oy 1 (u) = (0:010(u), F(D(u))) + (01®(u), Jp(P(u)) 9P (u)) (5.18)

Es folgt, falls ® zweimal stetig differenzierbar ist,
(O Fy — 03 F1) (u) = (0, (w), Jp(®(u)01®(u)) — (01®(u), Jp(®(u))dy®(u)) . (5.19)
Die rechten Seite von (5.19) hat die Form
(y, Az) — (z, Ay) , x,y €R* AcR>?,

Es gilt die algebraische Identitét

3 a3z — Q23
(y, Ax) — (z, Ay) = Z Yii T — Z viayy; = (| a3 —asz |,z xy)

i,j=1 i,j=1 21 — G12

Anwendung auf (5.19) liefert mit (5.10)

OaF3 — O3 F%
(81F2 — 82F1)(u) == <(83F1 — 81F3) ((I)(U)), 81¢(U) X 82®(U)> (520)
81F2 — 32F1
= ((rot F))(®(u)), v(P(w))) [|01®(u) X O2P(u)], - (5.21)
Es ist also
/Q(ﬁlﬁg — 0, F))(u) du = /Q ((rot F)(®(uw)), v(P(u))) |1 P (u) X 02P(u)|l,du.  (5.22)

Wir kénnen das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung in ein Oberflichenintegral
tiber M zuriickfiihren. Sei dazu B = (z |y) € R%? eine Matrix mit den Spalten z und y.
Es gilt die algebraische Identitét

Te 2Ty

det(B*B) = de t(
y'z yly

) 2l = ) = e x gl (5.23)

Mit z = 0,P(u), y = 0.P(u) folgt also, dass fiir die Gramsche Determinante g(u) der

Karte & gilt

Vo) = V/det(Ja(u)T o (1)) = [|0:0(w) x 8 (w)],. (5.24)
Die Gleichungen (5.11), (5.15), (5.22) und (5.24) zusammengenommen ergeben die Formel
(5.9) des Satzes von Stokes. Wir haben also bewiesen:
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Satz 5.2 (Satz von Stokes im R?)

Sei M C R? eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche durch eine globale Karte ® :
T — M beschrieben wird, sei ® zweimal stetig differenzierbar. Seien A C M und F : V —
R3 wie in (5.6) — (5.9) beschrieben, sei der Umlaufsinn von A und die Normalenrichtung
v(€) passend gewdhlt wie beschrieben. Dann gilt

| P@-de= [ (orrye)ven aste). (5.25)

O

Aus dem Satz von Stokes erhalten wir eine Interpretation der Rotation eines Vektorfelds
F. Sei F in der Umgebung eines Punktes € R3 stetig, sei A. C R? eine zweidimensionale
Kreisscheibe um z mit Radius € und Normalenvektor v, letzterer passend gewéhlt zum
Umlaufsinn des Randes von A.. Der Ausdruck

1

— F(z)-d
7T52 A, <x> v

beschreibt die Wirbelstérke von F', bezogen auf die Kreisfliche.

Satz 5.3 (Rotation als Wirbelstirke)
Sei U C R? offen und F : U — R? ein C'-Vektorfeld. Ist A. eine Kreisscheibe wie oben

beschrieben, so gilt
1
(rot F(x), v) = lim —— / Fly) - dy. (5.26)
DA.

e—0 e

Beweis: Es gilt mit dem Satz von Stokes

1
— /aAE F(y) - dy — (rot F(x),v)| = — /E (rot F'(§) — rot F(z),v)dS(§)
< sup | (rot F'(§) —rot F(x),v)|.
§EAL
Da rot F' stetig ist, folgt die Behauptung. O

Die Sétze von Gaul und Stokes stellen eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ins Mehrdimensionale dar. Gemeinsam ist ihnen, dass
ein Integral einer Funktion iiber den Rand einer Mannigfaltigkeit mit einem Integral
eines Differentials dieser Funktion {iber die gesamte Mannigfaltigkeit in Verbindung ge-
bracht wird. Einen einheitlichen allgemeinen begriflichen Rahmen fiir diese Sétze liefert
die Theorie der Differentialformen.
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6 Harmonische Funktionen

Sei €2 C R” offen. Wir betrachten den Laplace-Operator
A=) 07 (6.1)
i=1
Wenden wir ihn auf eine Funktion u : 2 — R an, so ergibt sich

Au(z) = Z Ou(z) = div (Vu(z)), zeQ. (6.2)

Definition 6.1 (Harmonische Funktion)
Sei Q C R™ offen. Eine Funktion u € C*(Q) heifit harmonisch auf (oder: in) 2, falls

Au(z) =0, fir alle x € Q. (6.3)

O

Eine wesentliche Eigenschaft einer harmonischen Funktion w ist die Mittelwerteigenschaft.
Sie besagt: Ist B eine Kugel im R™ mit Mittelpunkt x, so ist der Funktionswert wu(x)
gleich dem Mittelwert von u sowohl {iber B als auch iiber 0 B. Dafiir brauchen wir einige
Voriiberlegungen.

Definition 6.2 (Volumen, Fliche, Mittelwert)
Set U C R™ messbar, f: U — R integrierbar. Dann heifit

1
Vol(U)/Uf(x) dx (6.4)

der Mittelwert von f auf U. Ist M C R™ eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit und f tiber
M integrierbar, so heifst

1
< [ S©as(©). (65

der Mittelwert von f tber M. O

Sei B(z;r) die offene Kugel um x mit Radius 7. Wir wollen die folgende Formel erhalten:

/B(m;R)f(y) dy = /OR AB(I;T)f(g) dS(&)dr. (6.6)

Wir kiirzen ab B, := B(0;7). Sei ® : T — 9B eine Karte fiir 9B, T C R"! offen. Wir
definieren durch

®(r,t) = rd(t) = d"(t) (6.7)
Funktionen @ : (0,00) x T'— R”, ®" : T'— 9B,. Dann ist ®" Karte fiir 9B,, und
Jo(r,t) = (@) rJo(t)) = (P(t) Jor(t)) . (6.8)
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Der Tangentialraum im Punkt ®(¢) € 9B; an 0B; wird gemif Satz 4.3 aufgespannt von
den Spalten von Jg(t). Da der Normalenvektor im Punkt ®(¢) fiir die Sphare 0B, gleich
(1) ist, folgt fiir alle r > 0 und alle t € T'

rang Jo(r,t) =n, Je(t)Td() =0, [|O(t)],=1. (6.9)

Es folgt weiter

T [ ew)Te@r)  re)TJs(t) \ (1 0
a0 3500 = ( 550mty ) = (0 i) - ©1

und also auch

|det J5 (r, t)] = \/det(Jor (t)T Jor (1)) . (6.11)

Satz 6.3 Seix € R", f: K(z; R) — R stetig. Dann gilt

R
/B(z;R) fly)dy = /0 /6B(x;r) f(&)dS (&) dr. (6.12)

Bemerkung: Eine geeignete Integrierbarkeitsvoraussetzung an f geniigt, wir setzen Ste-
tigkeit der Einfachheit halber voraus.

]?»eweis: Nach Translation kénnen wir x = 0 annehmen. Sei {®, ®5} Atlas fiir 0By, seien
®;, @7 analog zu (6.7) definiert, sei {a1, ap} zugehorige Zerlegung der Eins auf 9B;. Wir
setzen «; fort auf R™ \ {0} durch

x

a;(z) = ( ) : (6.13)
’ "\l

Wegen (6.7) und (6.9) ist ®; ein Diffeomorphismus von U; := (0, R) x Tj nach V; :=

®;(U;) C Bpg. Aus der Substitutionsregel (Satz 2.31) folgt fiir 7 = 1,2 mit Fubini und

(6.11)

/ ()0 dy = [ @nway

Vi

_ /(0 e F)@;(r, )] det J5 (r, )] d(r, 1)

N /OR /T (03 ) (@5 (£)),/det (Jug ()7 Ty () dt dr

- (@D ds©r,

Durch Summation iiber j erhalten wir (6.12). O
Im Spezialfall f =1 wird (6.12) zu

vol (B(z; R)) = /OR vol,,_1 OB(z;7)|dr. (6.14)

45



Wir kiirzen im Folgenden ab

|B(z;7)| = vol (B(z;7)), |0B(z;7)| = vol,,—1 0B(z;7)]| .

Die Formel (6.14) kénnen wir auch direkt erhalten aus den Bezichungen

|B(z;7)| = r"|By|, |0B(z;7)|=r""10B], (6.15)
sowie der Formel
0B,| = n|B,| ( 2 ) (6.16)
1| = n|b1 = TF7a | .
' (3)

hier steht I fiir die Gammafunktion.

Lemma 6.4 Sei Q C R™ offen, sei u € C*(Q), seien x € Q, R > 0 mit B(x; R) C .
Wir definieren
1
r)= ———— u()dS(), 0<r<R. 6.17
= BB Joen " P o17
Dann ist ¢ differenzierbar auf (0, R), und es gilt
/ 1 /
o(r)= ——— Au(y) dy , 6.18
sowe
liﬂr)l o(r) = u(z) . (6.19)
Beweis: Wir setzen By = B(0;1). Mit Satz (3.13) folgt
/ u(§)dS(&) = r”_l/ u(z +1rz)dS(z), re€(0,R), (6.20)
OB(z;r) 0By
also wegen (6.15)
1
r) = —r- u(z +1rz)dS(z). 6.21
o(r) 951 Lo ( ) dS(z) (6.21)
Es folgt
)=t [ St rdSe) = i [ (Vule 4 r2),2) dS()
r) = —u(x +rz z) = u(r +rz), z z
v 0B1| Jop, dr |0B1| Jog,
1 E—x
= Vu(§), > ds(§).
|8B(x,r)| 8B(x;r)< ( ) r ( )

Fiir die duflere Einheitsnormale an die Kugel B(z;7) gilt

- 9

v©)= """ ¢coBlur),
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und aus dem Gauflschen Satz folgt

/aB(m) <VU(£)’ : ; x> ds(¢)

[ V@) ds©) = [ div(Tuw)dy
0B(x;r) B(w;r)
Au(y) dy .

/;(a:;r)

Damit ist (6.18) bewiesen. Es gilt weiter

1

p(r) —u(z) = 0B 0] oee )U(f) —u(x)dS(§) (6.22)
also
1
|p(r) — u(z)] < CEEDI . u(§) — u(z)| dS(£) < LS u(§) —u(z)|. (6.23)
Da u stetig ist in z, folgt (6.19). O

Definition 6.5 (Subharmonische Funktion, Superharmonische Funktion)
Sei 0 C R™ offen. Eine Funktion u € C*(Q) heifit subharmonisch in Q, falls gilt

—Au(z) <0, fir alle z € , (6.24)
und superharmonisch in 2, falls gilt
—Au(x) >0, fir alle x € . (6.25)

O

Folgerung 6.6 FEs liege die Situation von Lemmoa 6.4 vor. Ist u auflerdem subharmonisch,
so gilt

u(z) < L

< M 0B U(g) dS(g), 0<r<R, (626)

sowie

: /
u(r) < —— uly)dy, 0<r<R. 6.27

Beweis: Da ¢’ > 0, folgt (6.26) direkt aus (6.17) und (6.19). Aus (6.26) folgt nun
u(@) B = uts) [ 0B@olde< [ [ w@ds©do= [ utg)dy
0 0 JOB(z;p)

mit Satz 6.3 und Formel (6.14), also ist (6.27) gezeigt. O

Ist u superharmonisch (statt subharmonisch), so kénnen wir Satz 6.4 und Folgerung 6.6
auf —u anwenden und erhalten die umgekehrten Ungleichungen in (6.26) und (6.27).
Daraus ergibt sich nun die Mittelwerteigenschaft.
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Satz 6.7 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei Q) C R™ offen, u harmonisch in 2. Dann gilt

1 1

BB o " T B SO

fir alle x € Q und alle v > 0 mit K(x;r) = B(z;r) C Q. O

Fiir den Spezialfall n = 2 ergibt sich die erste Gleichung in (6.28) direkt aus dem Inte-
gralsatz von Cauchy (siehe Vorlesung Funktionentheorie).

Eine Umkehrung gilt ebenfalls.

Satz 6.8 Sei 2 C R" offen, sei u € C*(Q), und es gelte

1

u(r) = 10BN Jonen u(§) dS(€) (6.29)

fir alle x € Q und alle r > 0 mit K(x;7r) = B(x;r) C Q. Dann ist u harmonisch in .

Beweis: Bezeichnen wir die rechte Seite von (6.29) wieder mit ¢(r), gilt ¢'(r) = 0, da die
linke Seite nicht von r abhéngt. Wére u nicht harmonisch, so gibe es wegen der Stetigkeit
von u eine Kugel K (x;r) C Q mit Au # 0 in K(x;r). Aus der Formel (6.18) wiirde nun
¢'(r) # 0 folgen, ein Widerspruch. O

Wir erinnern daran: Eine Menge 2 C R"™ heifit Gebiet, wenn sie offen und zusam-
menhéngend ist. Ergdnzung: Ein metrischer Raum (X, d) heifit zusammenhéngend, wenn
() und X die einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind.

Satz 6.9 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet, sei u € C%(Q) N C(Q) subharmonisch in
Q. Dann gilt

= , 6.30
maxu(y) = maxu(y) (6.30)
Falls es ein x € €2 gibt mit
u(r) = maxu(y), (6.31)
ye

so st u in Q) konstant.

Beweis: Da u sowohl auf Q als auch auf 99 ein Maximum annimmt, folgt die erste
Behauptung aus der zweiten. Es gelte nun (6.31). Wir setzen M = wu(z). Sei r > 0 so,
dass r < dist (x,0Q). Dann gilt

1
M = u(x) < —/ u(y)dy <u(x) =M. (6.32)
’B(Qj’, 71)‘ B(z;r)
(Die erste Ungleichung folgt aus Satz 6.4, die zweite aus (6.31).) Aus (6.32) folgt nun, dass
win B(x;r) konstant gleich M ist. Es folgt weiter, dass die Menge A = {y : y € Q, u(y) =
M} offen ist in M; als Urbildmenge einer abgeschlossenen Menge ist A auch abgeschlossen

in M. Wegen x € A ist A # (), und da Q zusammenhéngend ist, folgt A = Q. O
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Folgerung 6.10 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen)

Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet, sei u € C?(Q) N C(Q) harmonisch in Q. Dann gilt:
Entweder ist u auf Q konstant, oder es gilt

min u(y) < u(z) < maxu(y), fir alle x € €. (6.33)
yeof yeoQ
Beweis: Anwendung von Satz 6.9 auf v und —u. O
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