6 Das Maximumprinzip

Aus der Mittelwerteigenschaft des Laplace-Operators (siehe z.B. Kapitel 1 im Skript Par-
tielle Differentialgleichungen, Teil 1) folgt: Ist u : 2 — R eine auf einem beschrénkten
Gebiet ) definierte subharmonische Funktion, also

—Au <0 in Q, (6.1)
so ist entweder u konstant, oder es gilt

u(z) < maxu(y), firallex € Q. (6.2)
yeIN

Dieser Sachverhalt bleibt richtig, wenn man den Laplace-Operator in (6.1) durch einen
allgemeinen elliptischen Operator 2. Ordnung ersetzt, und er 1ét sich auch auf zugehorige
parabolische Gleichungen, etwa

Ou—Au=0 (6.3)

iibertragen. Wir betrachten einen Operator L der Form

n

Lu = Zaw 00u+2b )O;u + c(x)u. (6.4)

2,7=1

Man beachte, dass L nicht in Divergenzform geschrieben ist, diese wiirde sich aus (6.4)
ergeben zu

_Zaj(aij(x>aiu)+z< +Za% >au+c<)

Voraussetzung 6.1 Sei Q C R™ offen und beschrinkt, seien a;;,b;,c € C(Q) fiir alle
i,je{l,...,n}. O
Erinnerung: Der Differentialoperator L aus (6.4) heifit gleichméfig elliptisch, wenn es

ein ¢, > 0 gibt mit

T A(x)¢ = Z i (1) > co|€?,  fiir alle € € R™, z € Q. (6.5)
i,j=1

Eine etwas schwichere Forderung ist

PA(r)E >0, fiiralle é € R”, z € Q, (6.6)
es gibt ein &€ € R™ mit ¢7 A(z)¢ > 0 fiir alle 2 € Q.

Hat u € C%*(Q) in x € Q ein Maximum, so gilt
Vu(z) =0, D?u(z) <0, (6.8)
das heifit, die Hesse-Matrix D?u(z) ist negativ semidefinit. Hieraus folgt sofort
—Au(z) >0, (6.9)

und man kann also schliefen: Gilt —Au < 0 in €2, so kann u kein Maximum in {2 haben.



Lemma 6.2 Seien B,C € R™™ positiv semidefinit, sei C symmetrisch. Dann gilt

spur (BC') > 0. (6.10)

Beweis: Man betrachtet zuerst den Fall, dass”C eine Diagonalmatrix ist, und fithrt den
allgemeinen Fall darauf zuriick. Details siehe Ubung. O

Satz 6.3 (Schwaches Maximumprinzip, elliptischer Operatoi)
Es gelte Voraussetzung (6.1) sowie (6.6), (6.7). Sei u € C*(Q) N C(Q) mat

Lu <0 in €, (6.11)
das heifit, (Lu)(z) <0 fir alle x € Q. Es gelte auflerdem ¢ = 0. Dann gilt

= . 6.12
maxu(y) = maxu(y) (6.12)

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass Lu < 0 in Q) gilt. Wére x € (2 Maximal-
stelle von u, so wéire Vu(z) = 0 und

n

(Lu)(x) = — Z aij(2)0;0;u(x) = —spur (A(z) D*u(x)) >0,

i,j=1

nach Lemma 6.2, da —D?u(x) positiv semidefinit und symmetrisch ist. Es folgt (6.12) im
Falle Lu < 0. Sei nun Lu < 0 in Q. Fiir € > 0 definieren wir

u () = u(w) + eeV @8 (6.13)
wobei £ geméf (6.7) gewéhlt und v > 0 spéiter festgelegt wird. Differenzieren liefert

ajaiua(x) = 8]8,u(x) + 5’72&53‘67(36’@ .

Es folgt
(Luc)(x) = (Lu)(x) — eye? @ [ve" A(x)€ — (€, b(x))]. (6.14)

Wir wihlen 7 so grof}, dass die eckige Klammer einen Wert > 0 hat fiir alle z € §); dies
ist moglich nach (6.7), da €2 kompakt und A und b stetig sind, man beachte auerdem,
dass 7 nicht von ¢ abhéngt. Es folgt

Lu, <0 in €, fiir alle € > 0,
also nach dem ersten Teil des Beweises

max ue(y) = max ue(y) .

Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung. O
Ersetzt man in Satz 6.3 die Voraussetzung (6.11) durch

Lu>0 in Q, (6.15)
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so konnen wir den Satz auf —u anwenden und erhalten

i = mj . 6.16
minu(y) = miy u(y) (6.16)

Ist also u eine klassische Losung der elliptischen Gleichung
Lu=0 (6.17)
in 2, so nimmt sie im Falle ¢ = 0 das Maximum und das Minimum auf dem Rand von 2

arll.

Eine Konsequenz des Maximumprinzips ist beispielsweise: Ist u eine Losung von Lu = 0
in 2 und wissen wir, dass u > 0 auf 0f2, so folgt auch v > 0 in €.

Im Falle ¢ # 0 gilt das Maximumprinzip im allgemeinen nicht. Beispiel: 2 = (—1,1) X
(—1,1) C R,
u(xy, xe) = sin(ma ) sin(mas) (6.18)

erfiillt
—Au—27%u =0

in 0, aber v = 0 auf 0¢). Ist aber der Vorfaktor von w nichtnegativ, so ergibt sich das
Maximumprinzip in einer etwas schwécheren Form. Wir schreiben

u = max{u,0} . (6.19)
Satz 6.4 Es gelte Voraussetzung (6.1) sowie (6.6), (6.7). Seiu € C*(Q)NC(Q) mit
Lu<0 in. (6.20)

Es gelte auflerdem ¢ > 0. Dann gilt

max u(y) < maxu'(y). (6.21)
yeN yeoN)
Gilt statt (6.20)
Lu=0 in, (6.22)
so folgt
= . 6.23
maxcfu(y)] = maxu(y)| (6.23)

Beweis: Wir definieren
Qt =Qn{z:u(x) >0}.

Ist u <0 in ©, so gilt (6.21) offensichtlich, sei also Q* # ). Es gilt
Lu—c(r)u < Lu<0 in QT
Wir wenden Satz 6.3 an auf L — ¢ und erhalten

= . 6.24
;rel%u(y) Jmax u(y) (6.24)



Da u = 0 auf 9Q* N Q, folgt

a = a < ma .
W)= e, 1) = g e)

Gilt (6.22), so folgt durch Anwendung auf —u mit u~ = (—u)* = — min{u, 0}

minu(y) > —maxu (y), (6.25)
ye yeoN

und daraus (6.23). O

Satz 6.4 besagt: Hat u ein nichtnegatives Maximum, so wird dieses auch auf dem Rand
angenommen. Ist das Maximum negativ, so muss das nicht der Fall sein. Beispiel: Q2 =
(—2,2) x (=2,2),
u(wy, mp) = — (" + e ™ + e e 72) . (6.26)
Das Maximum liegt in (0,0), u(0,0) = —4, aber auf 99 gilt u < —e?.
Wir betrachten das Randwertproblem
Lu=f, inQ, (6.27)
u=yg, aufd, (6.28)

wobei wir f und g als stetig voraussetzen.

Folgerung 6.5 Es gelte Voraussetzung (6.1) sowie (6.6), (6.7), sei ¢ > 0. Seien u; €
C*(Q)NC(Q) Lisungen von (6.27), (6.28) mit f = f;, g =g, i = 1,2. Gilt

fi<fe mQ g1 <gs ndQ, (6.29)

so folgt
up <wug in €. (6.30)
Beweis: Wir wenden Folgerung 6.4 an auf u = u; — us. O

Hieraus folgt insbesondere die Eindeutigkeit der klassischen Losung des Randwertpro-
blems (6.27), (6.28) fiir einen gleichméfig elliptischen Operator L in einer beliebigen
offenen und beschriankten Menge €.

Wir behandeln nun das starke Maximumprinzip. Wesentliches Hilfsmittel zu dessen Beweis
ist das Lemma von Hopf, welches sich mit der folgenden Situation befasst. Sei x( eine
strikte Maximalstelle am Rand,

o € 02,  wu(xo) > u(z) firalle z € Q, (6.31)
der Rand sei nahe z( in folgendem Sinne regulér,
es gibt ein R > 0 und ein y € Q mit B(y; R) C 2, o € 0B(y; R). (6.32)
Die duBlere Normale in z; ist dann gegeben (bzw. definiert) durch
To —
V(@) = kr:z——??jl (6.33)
Ist u € C1(Q), so folgt aus (6.31) unmittelbar, dass
dyu(xg) > 0.

Das Lemma von Hopf besagt nun, dass hier sogar die strikte Ungleichung gelten muss.
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Lemma 6.6 (Hopf)
Seien Voraussetzung 6.1 und (6.6) erfillt, es gelte (6.7) mit § = v(xo) sowie (6.32). Sei
u e C*Q)NCYQ) mit (6.31) und

Lu <0 in S (6.34)
Es liege einer der folgenden drei Fille vor:
1. ¢=0,

2. ¢>0, u(xg) >0,

3. u(zg) = 0.
Dann gilt
Oyu(zg) > 0. (6.35)
Beweis: Wir definieren
v(x) = e T e (6.36)
Es ist
v>0 in B(y;R), v=0 auf 0B(y;R), (6.37)
Or(x) = —27(x; — y;)e =" (6.38)

Weiter gilt

n

(Lv)(2) = - Z aij () [49%(x; — yi) (z; — ;) — 270;;] el

3,j=1

+ Z bi(2)(—2)y(w; — yi)e "V e(z)u ()

= W (42 — )" Al)(z — y) — Zyspur (A@)) + 27 (b(a).z —y) — ofa)]

— c(z)e

Wir betrachten nun eine Kugel B(zg; p) um zo und wihlen p > 0 so klein, dass
(z—y) T A(z)(x —y) >0, fiir alle € K(x0;p), (6.39)

das ist moglich wegen (6.33), da v(zo)T A(z)v(zo) > 0. Wir definieren

U = B(zo; p) N B(y; R) (6.40)
und wahlen v > 0 so grof3, dass
Lv<0 inU. (6.41)
Wir setzen
us(x) = u(x) — u(zg) +ev(z), €>0. (6.42)
Es gilt dann fiir alle z € U
(Lue)(z) = (Lu)(x) — c(z)u(xg) + e(Lv)(z) < —c(z)u(zo) < 0. (6.43)
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Sei nun ¢ > 0 (Félle 1 und 2 der Behauptung). Es gilt
u: <0 auf oU N 0B(y; R), da dort v = 0. (6.44)
Wir wihlen € > 0 so klein, dass
us <0 auf OU NIB(xo; p), (6.45)

das ist moglich, da OU N OB (x¢; p) kompakt ist und dort u < u(xg) gilt. (Notfalls muss R
etwas verkleinert werden, damit OU N 0B(xo; p) ganz in € liegt.)

Wir wenden das schwache Maximumprinzip (Satz 6.4) auf u. in U an und erhalten
u: <0 inU. (6.46)

Da u.(zo) = 0, folgt
0 < Oyuc(xg) = dyu(xg) + ed,v(xy) .

Nun ist
2 2
8,,11(%) = —2y <5U0 -, V(%)) e o=yl — —Q’VRe_VR <0,

also
Oyu(xg) > —ed,v(xp) > 0.

Schliefllich betrachten wir den Fall u(zg) = 0. Es ist dann v < 0 in Q. Wir setzen
d(z) = min{c(z),0}, dann ist d(x) <0,

(L—d)u=Lu—d(z)u < Lu<O0,
sowie c —d = ¢t >0,
(L — d)u = —spur (AD?*u) + (b, Vu) + ctu.
Wir kénnen also den bereits bewiesenen Fall anwenden und erhalten die Behauptung. O

Satz 6.7 Sei Voraussetzung 0.1 erfillt, sei L gleichmapig elliptisch, sei () aufferdem zu-
sammenhingend. Sei u € C*(Q) N C(Q), es gelte

Lu <0 in Q. (6.47)

Sei u nicht konstant. Ist ¢ = 0, so kann u kein Mazimum in ) haben. Ist ¢ > 0, so kann
u kein nichtnegatives Mazimum in €2 haben.

Beweis: Wir nehmen an, es gebe ein x € () mit

u(z) = maxu(y) =: M. (6.48)

yeN

Da w nicht konstant ist, ist
Q" =0n{u< M} #£10.

Wir setzen

O =0nfu=M}=Q\Q" .
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QO ist offen. QM ist nicht offen in , da andernfalls  disjunkte Vereinigung zweier offener
Mengen und also nicht zusammenhiingend wiire. Sei 7 € QM N 9O, dann gibt es (in der
Néhe von ) ein y € O~ mit

dist (y, OM) < dist (y, 09) .

Sei r > 0 die grofite Zahl mit B(y,r) C 2, dann gibt es ein 2y € 0B(y,r) mit u(zg) = M
und also auch Vu(zg) = 0. Aus dem Lemma von Hopf, angewandt in B(y, ), folgt aber
Vu(xg) # 0, ein Widerspruch. O

Folgerung 6.8 (Starkes Maximumprinzip, elliptischer Operator)
Unter den Voraussetzungen von Satz 6.7 gilt

u(z) < maxu(y), fir allex € Q, (6.49)
yeN

falls ¢ = 0 gilt, oder falls ¢ > 0 gilt und das Mazimum auf der rechten Seite von (6.49)
nichtnegativ ist.

Beweis: Folgt aus dem schwachen Maximumprinzip (Satz 6.3) und aus Satz 6.7. O

Wir bemerken, dass Satz 6.7 auch gilt, wenn € unbeschrénkt ist (die Beschréinktheit wurde
im Beweis nicht verwendet). Allerdings gilt dann i.a. das schwache Maximumprinzip nicht,
so dass eine Abschitzung der Werte von u in ) gegen die Randwerte nicht moglich ist.

Wir betrachten nun einen Operator der Form
O+ L,

angewendet auf Funktionen “u = u(z,t)”, mit

Lu=— Z a;;(x,t)0;0;u + Z bi(x,t)0u + c(z,t)u, (6.50)

ij=1 i=1
Voraussetzung 6.9 Sei 2 C R" offen und beschrinkt, sei T' > 0. Wir setzen
Qr =Q x (0,7, (6.51)

und nennen
Y= (00 x[0,T])U(Q x {0}) (6.52)

den parabolischen Rand von Qp. Wir nehmen an, dass a;j,b;,c € C(Q_T) fur alle ©,7 €
{1,...,n}. O

Definition 6.10 (Gleichmiflig parabolischer Operator)
Der Operator 0y + L mit L aus (6.50) heifit gleichmdfig parabolisch in Qr, wenn es ein
cq > 0 gibt mit

A, 1)E =) Gay(w, 1) > calél®,  fiir alle £ €R™, (x,t) € Q. (6.53)

ij=1
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Satz 6.11 (Schwaches Maximumprinzip, parabolischer Operator)
Es gelte Voraussetzung 6.9, sei 0y + L gleichmifig parabolisch in Qp. Sei v € C*(Qr) N
C(Qr), sei

du+Lu<0 in Q. (6.54)
Im Fall c =0 gilt dann
max u(z,t) = max u(zx,t), (6.55)
(z,t)EQr (z,t)ED
im Fall ¢ > 0 gilt
max_u(x,t) < max u'(z,t). (6.56)
(z,t)€Qr (z,t)€X

Beweis: Sei

M = max u(x,t).
(I,t)GQT

Wir wenden das schwache Maximumprinzip 6.3 bzw. 6.4 auf 9; + L in © x (0,7") an und
erhalten

M= max u(z,t) bzw. M < max u'(z,t). (6.57)
(z,t)€dQr (z,t)€dQr

Wir nehmen nun an, es gebe ein = € {2 mit
u(x, T) =M. (6.58)
Dann gilt
Owu(z, T) >0, Vyu(z,T)=0, D2u(z,T)<0,

sowie nach Lemma 6.2
—spur (A(z, T)D?u(z,T)) > 0.

Insgesamt ergibt sich, falls ¢ = 0, oder falls ¢ > 0 und M > 0,
Owu(z,T) + Lu(x,T) > 0. (6.59)

Im Spezialfall
Ou+ Lu <0 in Qr, (6.60)

von (6.54) kann es also ein = € 2 mit u(x,T) = M nicht geben, und es folgen (6.55) bzw.
(6.56). Den allgemeinen Fall fithren wir auf (6.60) zuriick, indem wir setzen

ue(z,t) = u(z,t) —et, >0.

Es gilt
((Or + L)ue)(x,t) < —e —ete(z, t) <0 in (Y,

also folgen (6.55) bzw. (6.56) fiir u. statt u, und fiir v durch Grenziibergang ¢ — 0. O
Satz 6.12 (Starkes Maximumprinzip, parabolischer Operator)

FEs gelte Voraussetzung 6.9, sei Q0 zusammenhdngend, sei 0y + L gleichmdj$ig parabolisch

in Qp. Seiu € C2(Qr) N C(Qr), sei

du+Lu<0 inQp. (6.61)
Es gebe ein (zg,to) € Qp mait
u(zg, to) = max u(z,t) = M. (6.62)
(%,t)EQT

Es liege einer der folgenden drei Fdille vor:



1. ¢=0,
2. ¢>0, u(xg, ty) >0,

3. u(xo, to) = 0.
Dann ist u konstant in Qr.
Wir zerlegen den Beweis in mehrere Lemmata.

Lemma 6.13 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 6.12. Sei By = B((z,t);r) eine
offene Kugel in Qr, es gelte u < M in By. Dann gilt auch v < M auf 0By aufler
mdaglicherweise in (x,t +r) und (x,t —r).

Beweis: In allen anderen Randpunkten (£, 7) von By hat die duflere Normale die Form
v(&, 1) = Ve,n) ER" XR, v, #0.

Wir nehmen an, dass u(&, 7) = M. Wir wenden das Lemma von Hopf (Lemma 6.6) auf den
Operator 0,+ L in By an. Da L gleichméBig elliptisch ist, sind in (£, 7) die Voraussetzungen
von 6.6 erfiillt, also d,u(&,7) # 0 im Widerspruch zur Maximaleigenschaft von (£, 7). O

Lemma 6.14 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 6.12. Sei t € (0,T), es gebe ein
T € Q mit u(z,t) < M. Dann gilt u(z,t) < M fir alle x € Q.

Beweis: Wir nehmen an u(xy,t) = M fiir ein 2; € 2. Wir kénnen z; und einen weiteren
Punkt zo € Q mit u(za,t) < M so wihlen, dass u(x,t) < M fir alle Punkte = (bis auf z;)
auf der Verbindungsstrecke L von x; nach x5 gilt, und dass B(L; ) C € fiir ein § > 0. Sei

z(e) =z + ez — 1), d(e) =dist (z(e), {u= M}).

Fiir € < § wéhlen wir r(¢) so, dass u < M in B, = B((x(¢),t);7(¢)) und u auf 0B, den
Wert M annimmt. Nach Lemma 6.13 kann der Wert M nur in den Punkten (z(g),t£d(¢))
angenommen werden. Fiir 0 < ,¢’ < 6 folgt dann (Pythagoras)

d(e)? < (e — ') +d(e)?
d(e)* < (e =€) +d(e)>.

Hieraus folgt
jd(e")? = d(e)*| < (¢ —¢)?,

also
jd(e) —d(e)| _ (' =¢)
g —e T dE)+d(e)
Grenziibergang ¢ — ¢ liefert d'(¢) = 0 fur alle € € (0, §), aber andererseits gilt d > 0 und
d(e) — 0 fiir e — 0, ein Widerspruch. O

Lemma 6.15 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 6.12. Sei 0 < tqg <t; < T, es gelte
u< M in QX (to,t1). Dann gilt w < M in Q x {t;}.
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Beweis: Wir nehmen an, u(x,t;) = M fiir ein z; € Q. Wir definieren

v(z, t) = e~ lemmPratt=t) _ (6.63)

Es gilt
(0 + L) (v) = e lommlPet=t) oy 4 a(z — 1) A(z)(z — z1) (6.64)
— 2spur (A(x)) — 2 (b(x),x — x1) + c(x)] — c(z) . (6.65)

Wir wéhlen a > 0 so grof}, dass

fiir hinreichend kleines p > 0. Wir betrachten das Paraboloid

P={(z,t): |z —x1]* < alt, —1t)}. (6.67)
Wir definieren
us(x,t) = u(z, t) — M + ev(x,t) (6.68)
und
U=VnNnP.

Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt u. < 0 auf U, da v = 0 auf 9P und u < M auf OU \ OP.
Im Falle ¢ > 0 (Félle 1 und 2 der Behauptung) folgt aus dem schwachen Maximumprinzip
(Satz 6.4), dass

u: <0 inU, (6.69)
und weiter, da u.(x1,t;) =0,
0 < Qwuc(z1,t1) = Qwu(xy, ty) + €0 (xy, 1) = Qu(xy, th) — ear, (6.70)
also
0 < Qyu(xy,ty). (6.71)

Andererseits gilt im Punkt (x,%;) auch
0> (0, + L)yu = Oyu — spur (AD*u) + (b, Vu) + cu > dyu + cu > dyu,

ein Widerspruch zu (6.71). Der Fall 3 wird auf diesen Fall zuriickgefithrt, und zwar auf
analoge Weise wie im Beweis von Lemma 6.6. O

Beweis von Satz 6.12. Wegen Lemma 6.14 gilt fiir jedes ¢t > 0 entweder
u(z,t) < M, fiir alle z € Q,

oder
u(z,t) =M, firalle z € Q.

Die Menge
I={t:te(0,7), u(x,t) < M}

ist offen, sie 148t sich daher darstellen als disjunkte Vereinigung von abzdhlbar vielen
offenen Intervallen Ij, = (ay, by). Da nach Lemma 6.15 der Fall b, < T (mit u(z, by) = M)
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nicht auftreten kann, muss I = (0,7") gelten, und wegen Lemma 6.15 folgt auch u(z,T) <
M. O

Aus dem Maximumprinzip folgt die Eindeutigkeit einer klassischen Losung der paraboli-
schen Anfangsrandwertaufgabe

atu + Lu= f n QT, (672)
u(z,0) = ug(x) firz e Q, (6.73)
u(z,t) = g(x,t) firxzedQ, te (0,7), (6.74)

indem man das Maximumprinzip auf die Differenzen u; — us und ug — u; zweier Losungen
von (6.72) — (6.74) anwendet.
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