9. Selbstadjungiertheit bei tridiagonalen Operatoren

In der folgenden Definition fassen wir eine Situation zusammen, die uns in der Quan-
tenmechanik des ofteren begegnet.

Definition 9.1

Es sei F ein C-Hilbertraum und (e, )nen, eine Folge paarweise orthonormaler Vek-
toren in E. S sei der endliche Spann aller Elemente dieser Folge und der lineare
Operator A : D(A) € E — E mit der Eigenschaft S C D(A) C E werde gegeben
durch die Dreiterm-Beziehung

Ae = apep—1 + Brer + Yrlri ag, B, € C (366)

wobei k € Ng,ap = 0. Dann heisst A tridiagonaler Operator auf D(A). Die
Doppelfolge (m;)i jen,, gegeben durch

mij = (ei,Aej) Z,j € N() (367)

heisst tridiagonale Matrixdarstellung des Operators A beziiglich der Orthogo-
nalfolge (€,)neng-

Von besonderem Interesse fiir die Quantenmechanik sind die symmetrischen und
selbstadjungierten Operatoren, da die ihnen zugrundeliegenden Spektralsatze die
komplette quantenmechanische Information tiber das zu betrachtende System mathe-
matisch modellieren. Ausserdem sind diese Begriffe zentral beim Studium von ap-
proximationstheoretischen Methoden zur Losung der Schrédinger-Gleichung, wie es
in vielen realistischen Szenarien der Fall ist.

Nachdem wir im zweiten bzw. flinften Kapitel dieser Vorlesung den Begriff des
symmetrischen bzw. selbstadjungierten Operators eingefithrt haben, wollen wir in
diesem Kapitel vor allem Kriterien fiir Selbstadjungiertheit im Falle von tridiago-
nalen Operatoren kennenlernen. Um diese Aussagen systematisch zu erarbeiten,
beginnen wir zunachst mit der Charakterisierung der Selbstadjungiertheit eines Ope-
rators A durch die Reellitdt des Ausdrucks (Azx, z), wobei z alle Elemente des Defi-
nitionsbereichs von A durchlduft. Dies ist Gegenstand von

Theorem 9.2

Es sei A: D(A) C E — FE ein linearer Operator auf seinem Definitionsbereich in
einem C-Hilbertraum FE. A ist selbstadjungiert genau dann, wenn fiir alle x € D(A)
die Beziehung (Az,z) = (z, Az) = (v, A*x) € R gilt.
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Beweis

Es sei A selbstadjungierter Operator. Dann gilt fiir alle z,y € D(A) = D(A*) :
(Az,y) = (v, A"y) = (, Ay) (368)

Insbesondere erhalten wir hieraus

(Az,z) = (x,A%x) = (x, Ax) = (Az, x) (369)

was die Reellitét des Ausdrucks (Az, x) zeigt.
Es sei jetzt umgekehrt fiir jedes x € D(A) der Ausdruck (Ax,x) reell. D.h.

(Az,z) = (z, A%z) = (z, Ax) (370)
Wir erhalten dann folgende Implikationen:
r € D(A) = (Az,z) = (v, Az) = (¢, A*z) = (A*z,x) = x € D(A"),

d.h. D(A) € D(A*). Wir wollen jetzt umgekehrt unter der Voraussetzung Vz €
D(A) : (Az,z) € R auch zeigen, dass D(A*) C D(A). Wir nehmen zunéchst an, es
gebe ein u € D(A*), so dass

(A*u,u) # (u, A*u)

Dann erhalten wir den Widerspruch

Jue D(A*):  (A*u,u) # (u, A*u) < (u, Au) # (Au,u)
Hieraus folgt ndmlich einerseits u € D(A), aber andererseits wissen wir auch, dass

Vee D(A):  (z,Az) = (Azx, z)
d.h. es muss insgesamt gelten
Ve € D(A*): (A'z,z) = (z, A*z)

Dies ist gleichbedeutend zu

Ve e D(A*): (A'z,z) = (2, A*zr) & (Ax,x) = (z, Ax)

d. h. es gilt mit © € D(A*) schlielich auch x € D(A), daher D(A*) € D(A) und
somit insgesamt D(A) = D(A*).

Es ist jetzt zu zeigen, dass fiir alle z,y € D(A) folgendes gilt:
(Az,y) = (z, A"y) = (z, Ay) (371)

Unter der Voraussetzung der Reellitdt von (Az, z) fiir alle z € D(A) gelten fiir alle
z,y € D(A) die Beziehungen

(A(z+y),z+y) = (z+y, A(x+y)) (A(x+iy), z+iy) = (x+iy, A(x+iy)) (372)
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Berechnen wir die Skalarprodukte und verwenden die Beziehungen (Azx, z) = (z, Az)
und (Ay,y) = (y, Ay), so gewinnen wir

(Ay7 [E)+(A[E, y) = (y7 AZL‘) + (‘Ta Ay) (Aya CL’) - (AZL’, y) = (y7 AZL’) - (ZL‘, Ay) (373)

Subtrahieren wir diese Beziehungen voneinander, so erhalten wir fiir alle z,y € D(A)
das Ergebnis
(Az,y) = (z, A*y) = (x, Ay), (374)

d.h. A ist ein selbstadjungierter Operator.

Obwohl dieses Kriterium auf den ersten Blick sehr handlich aussieht, so ist doch die
Selbstadjungiertheit im Detail in vielen Fallen nicht einfach zu verifizieren. Bei den
tridiagonalen Operatoren jedoch gibt es explizite Kriterien zur Selbstadjungiertheit,
die an den Elementen des zugeordneten tridiagonalen Matrixschemas abgelesen wer-
den konnen. Diese Kriterien herzuleiten, wird eines der Ziele dieses Kapitels sein.
Das soeben bewiesene Theorem 9.2 wird hierbei sehr hilfreich sein.

Wir fahren fort mit einem Begriff, der wesentlich schwécher als der der Symmetrie
oder sogar der der Selbstadjungiertheit eines linearen Operators ist.

Definition 9.3

Essei A: D(A) C E — E mit S C D(A) tridiagonaler linearer Operator auf seinem
Definitionsbereich. A heisst formal symmetrisch, sofern

Vm,n € Ng: (Aem,en) = (em, Aey) (375)

Es gilt das folgende

Lemma 9.4

Es sei A : D(A) C F — E tridiagonaler linearer Operator mit S C D(A). Falls
A symmetrisch ist, so ist A formal symmetrisch, jedoch gilt die Umkehrung dieser
Aussage im allgemeinen nicht. Ist A tridiagonaler formal symmetrischer linearer
Operator mit S C D(A), so gilt fiir die Indices in der Darstellung (366) die Bezichung
Yk = Qgr1, k € Ng, d. h. insgesamt

Aep = agep_1 + Orer + Qpri1€rat k € Ny (376)

Der Beweis des Lemmas ist relativ einfach und kann weggelassen werden, fiir das
Gegenbeispiel siehe im fiinften Kapitel die Illustration 5.11 dieser Vorlesung.

Wir benutzen das Ergebnis von Lemma 9.4, um mit dem folgenden Theorem ein
wichtiges Normierungsverfahren fiir orthogonale Polynome herzuleiten.

29



Theorem 9.5

Es seien (ap)neny, (Cn)nen, Folgen positiver reeller Zahlen, (by,),en, eine Folge reeller
Zahlen, d.h. es gelte insbesondere “* > 0 fiir alle n € Ny. Weiterhin seien die
Funktionen p,, : R — R gegeben durch "die rekursive Vorschrift

2P (T) = apPrs1(x) + bppp(x) + cppn_1(2) Tz €R (377)

mit Anfangsbedingungen po(z) = 1,p_1(xz) := 0. Es sei f : R — R eine positive
Funktion mit den Eigenschaften

[ af@dr <o [ pu(@)pa(@)f@)de =0 (378)
fiir alle paarweise verschiedenen m,n € Ny. Mit den rekursiv definierten Zahlen

Cn+1

Up41 = Vn n € Ny Vg € RT (379)

n

erfiillen die Polynome P, : R — R, gegeben durch

P,(x):= Pu() n € Ny r €R (380)

Vn

die Normierungsbeziehung

|7 PP () = L™ po(@)po(x)dz (381)

— 0 Vg J—o0

Beweis

Fiir die im Theorem definierten Polynome P, folgt aus der Rekursionsgleichung fiir
pp folgende Beziehung

2 P () = apnvpy1 Poy1(x) + by Po(2) + Vp_16, Po—1 (), (382)

die gleichbedeutend ist zu

Vn—1Cn

2Py (x) = P (2) + v Po() +

n V?’L

Poi(z) (383)

Vereinbaren wir auf dem komplexen endlichen Spann P aller Polynome P,,n € Ny
die Multiplikationsabbildung X durch

(Xp)(z) :=ap(z) peP zER, (384)
statten wir fernerhin P mit Hilfe von
(u,v)p := /Oo uw(z)v(x) f(x)de u,v € P (385)

durch ein Skalarprodukt aus, so erhalten wir insbesondere

(X Py, P)p = (Pn, XPo)p (386)
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X kann daher als formal symmetrischer linearer Operator auf D(X) C E aufgefasst
werden, wobei E = S der Abschluss des komplexen Spanns S aller Vektoren e,,,n €
Ny ist, die aus der Normierung der orthogonalen Polynome p,,n € Ny hervorgehen.
Insbesondere gilt S € D(X) C E. Damit kénnen wir auf X die Situation von
Lemma 9.4 anwenden und erhalten

QnVp Vp—1Cp,
Opi1 = Qpy = + o = (387)
Up Up
wobei n € Ny. Vergleich dieser Ausdriicke liefert somit die Beziehung
Vpy1Qp _ UnCn+1 (388)
Up Vn+1
oder gleichbedeutend zu
Upp1 = Un (| e N (389)
Qnp,
Dies war gerade die Behauptung.
Theorem 9.6 Carleman-Kriterien der Selbstadjungiertheit

Es sei A: D(A) C E — E formal symmetrischer tridiagonaler Operator mit S C
D(A). Die Wirkung des Operators auf die Elemente der Orthogonalbasis (ex)ken,
werde gegeben durch

Aep = bp_1€p_1 + arex + bpepiq k € Ny (390)

mit ap € R,k € Ny und b, > 0,k € Ng und b_; := 0. Weiterhin seien die Polynome
P : C — C, k € Ny rekursiv gegeben durch die Beziehung

ZPk<Z) = bk-Pk-Jrl(Z) + CLkPk<Z) + bkflpkfl(Z) k € Ny (391)
mit Anfangsbedindungen P_(z) := 0,z € C und Fy(z) = 1,z € C. Dann gelten

folgende Kriterien:

1.  Divergiert die Reihe 3-3°, | P.(c)|? fiir alle nichtreellen o € C, so ist der Opera-
tor A* selbstadjungiert.

2. Konvergiert die Reihe 332 | Py(c)|? fiir ein nichtreelles o € C, so ist A nicht
selbstadjungiert.

3. Divergiert die Zahlenfolge
I 1
;=Y o (392)
n=1 """

fiir j — 00, so ist A* ein selbstadjungierter Operator.
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Beweis

Wir zeigen zunachst den zweiten Teil, namlich dass fiir nichtreelles o € C aus der
Konvergenz der Reihe

§°: Pu(a)? (303)

folgt, dass der Operator A nicht selbstadjungiert ist. Aus der Konvergenz dieser
Reihe im Falle oo = ¢ folgt zunéachst, dass ein Element

existiert, fiir das gilt:

(x,2) < 00 (x,ex) = Pi(7) (395)
Aus der Wirkung von A auf die Basisvektoren ey,

Aep = by_1ep_1 + arep + brepiq (396)

folgt somit
(Aek, .CL’) = bk_l(ek_l, 1‘) + ak(ek, .73) + bk(ekH, {E) (397)

Mit Hilfe der zweiten Beziehung in (395) erbringt dies

(Aek, iL’) = bkflpkfl(i) -+ akPk(z) + bk-PkJrl (Z) (398)

was wegen der Gleichung (391) dquivalent ist zu

(Aey, ) = —iPo(0) (399)

Wegen (eg, x) = Py(i) liefert dies
(Aex, x) = (e, ix) (400)

Somit gilt fiir jedes Element y des endlichen komplexen Spanns der Elemente e,,,
dass
(Ay,z) = (y,1z) & (y, A"z +iz) =0 (401)
woraus folgt:
A*x =iz (402)

Dies bedeutet aber, dass A nicht selbstadjungiert sein kann. Dieser Beweis lasst sich
fiir jedes nichtreelle o € C genauso hinschreiben. Wir haben damit gezeigt, dass die
Reihe (393), falls sie fiir ein nichtreelles o € C konvergiert, nach sich zieht, dass A
nicht selbstadjungiert ist. Damit ist Teil 3 des Theorems bewiesen.
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Um den ersten Teil des Theorems zu verifizieren, zeigen wir als nachstes, dass die
Konvergenz der Reihe 372 | Py.(7)|? nicht vertriglich ist mit der Erfiillung der Glei-
chung A*z =iz fiir ein © € D(A*),z # 0.

Wir nehmen an, es gelte A*x = iz fir ein z # 0 € D(A*). Nach Voraussetzung ist
z. B. der k-te Einheitsvektor e; in D(A). Es gilt also

(Aex, ) = (e, Ax) = (ey, ix) = —ixy, (403)

wobel xj, dem k-ten Entwicklungskoeffizienten in @ = 3272 x;e; entspricht. Somit
gilt auch
(x, Aeg) = ixy, (404)

Schreiben wir die Wirkung von A auf e; aus, so erbringt dies
(,bg_1€p-1 + arex + bpepy1) = i (405)
Berechnung des Skalarprodukts auf der linken Seite liefert damit
be—1Tk—1 + apTr + bpxpr1 = ixg (406)
Aus dieser Gleichung folgt mit Hilfe von (391) die Identitét
xp = Pp(i)xo (407)
mit zg # 0. Wegen (z,z) = 302 |zx]* < oo folgt damit auch
(x,z) = |x0|2§30 |P(i)|* < o0 (408)
D.h. die Existenz eines Elementes z € D(A*) mit A*z = iz und die Konvergenz der
Reihe 322, | Py (4)|? konnen nicht gleichzeitig realisiert werden.
Wir haben damit folgendes gezeigt
Jr e D(A*): Az =iz = Y22,|P()* <
Dies ist gleichbedeutend zu
S lP(i))? =00 = Vxe D(A*): (A*x,z) #i

Genauso wie fiir ¢ hatten wir wiederum den Beweis fiir jedes nichtreelle a € C fithren
konnen, so dass fiir dieses a das folgende gilt:

Sl P(@))?P =00 = Vo€ DAY : (A'r,z) #
Hieraus folgt die nachstehende Kette von Implikationen:
Vae C\R: Y2, |P(a))P=00 =
Ve e D(A*) : {(A*z,2)} NC\R={} & Vre DA : (A*z,x) ER
Nach Theorem 9.2 bedeutet dies aber schliellich die Implikation
Va e C\R: Y2,|P(a))) =00 = A* selbstadjungiert

Dies war zu zeigen. Damit ist Teil 1 des Theorems bewiesen.
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Wir zeigen jetzt den dritten Teil des Theorems.

Aus der Beziehung (391) erhalten wir fiir jedes nichtreelle o € C den Ausdruck

b Lot @A) = Pn (@Bl _ 1 2 4,

pk(Oé)Pk,l(Oé) — pk(Oé)Pkfl(Oé)

a—Q a—aoa

Summation iiber k£ von k& = 0 bis k = n liefert jetzt

nf Pe(a) P = by 22 Enor(@) = Paf@) P (o)

a—«

Wegen Py(a) = 1, kdnnen wir die letzte Gleichung wie folgt abschétzen

P.(a)P,_1(c) — Py(a)Pp_q()

oa—a

1 S bn—l

Auswertung des Ausdrucks auf der rechten Seite erbringt

J(Pu(@) Bu-s(a))

1Sbn—l —
o —

Hierbei bedeute J die Imaginéarteilbildung.

Die vorhergehende Beziehung konnen wir wiederum abschatzen durch

A7 P [Paala)]

bn—l -

Eine letzte Abschétzung liefert

oa—«a
< |Pu(@) + [P ()]
2bn—1

(409)

(410)

(411)

(412)

(413)

(414)

Summieren wir auf beiden Seiten der Ungleichung tiber n, so erkennen wir folgendes:

Divergiert die Zahlenfolge >2°° , -1 so divergiert auch fiir jedes nichtreelle o € C die

n=1p,

Zahlenfolge
> | Pa(e)f?
n=0

(415)

Nach dem ersten Teil des Theorems folgt damit aber die Selbstadjungiertheit von

A*, so dass wir insgesamt folgendes gezeigt haben:
00 1

neop. =00 = A" selbstadjungiert

Dies erbringt den Beweis fiir den dritten Teil des Theorems.
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