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1. Die Schrodinger-Gleichung als Eigenwertproblem

Partielle Differentialgleichungen spielen in allen Zweigen der Physik eine grofie Rolle.
Diese Tatsache macht auch vor dem Ubergang zwischen Mechanik und Quanten-
mechanik nicht halt. Fiihren wir uns die Situation vor Augen:

° Mechanik

Die Bewegungsgleichungen werden in der Theoretischen Mechanik in Verbindung zu
den Euler-Lagrange-Gleichungen gesetzt, die ihrerseits eng an die Konzepte der Vari-
ationsrechnung gekoppelt sind. Seit der Zeit von Leonhard Euler, dem Begriinder der
Variationsrechnung, hat dieser Zweig der Mathematik eine stiirmische Entwicklung
erlebt. Fiir einen Einblick in die sogenannten direkten Methoden der Variationsrech-
nung zu erhalten, siehe z.B. das Buch von Bernard Dacorogna, “Direct Methods in
the Calculus of Variations”, [Da]. Auch in der aktuellen Forschung sind viele Fragen
der Variationsrechnung noch offen und gestalten sich als relativ hartnackige Prob-
leme.

In der Physik steht die Variationsrechnung selber eher im Hintergrund und man in-
teressiert sich in erster Linie fiir die Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen: Hier-
zu ist in der Theoretischen Mechanik der Grundstock gelegt worden.

° Quantenmechanik

Auch hier spielen partielle Differentialgleichungen eine grofie Rolle, wie z. B.

e Schrodinger-Gleichung (nichtrelativistische Gleichung, ohne Spin)
e Pauli-Gleichung (nichtrelativistische Gleichung, mit Spin)

e Klein-Gordon-Gleichung (relativistische Gleichung, ohne Spin)

e Dirac-Gleichung (relativistische Gleichung, mit Spin)

Jedoch kommt vom mathematischen Standpunkt aus noch eine véllig neue Kompo-
nente hinzu:

Die diskrete Struktur verschiedener Grofien in der Quantenwelt erfordert, Aspekte
der Funktionalanalysis zum Studium der entsprechenden partiellen Differentialglei-
chungen hinzuzunehmen. Grob gesagt geht es darum, die Quantisierung von physika-
lischen Groflen im Kontext einer Eigenwerttheorie zu verstehen, ahnlich zur Situa-
tion in der Linearen Algebra.



Ausgangspunkt flir viele mathematische Fragestellungen der Quantenmechanik ist
die Schrodinger-Gleichung. Sie ist eine partielle Differentialgleichung, die in der
folgenden Form geschrieben werden kann:

92 o2 92 0
(—5= — Z 02 +V(z,y,2) v(w,y,2,t) =i ot (T, y, 2, 1), (1)

wobei die Funktion V' : R? — R die Information iiber die entsprechende physikalische
Situation beinhaltet (wir nehmen zunéchst Zeitunabhéngigkeit von V' an).

Im folgenden verstehen wir unter der Menge C?(R"), n € N, diejenigen komplex-
wertigen Funktionen, die auf ganz R" definiert sind und die in jeder ihrer Vari-
ablen zweimal differenziert werden koénnen (nicht notwendigerweise stetig differen-
zierbar).

Definition 1.1

Es sei ¢ : R — C zweimal partiell differenzierbar in seinen drei Variablen. Es sei
fernerhin V' : R* — R eine stiickweise stetige Funktion. P(R?) bezeichne den Raum
der stiickweise stetigen C-wertigen Funktionen. Die lineare Abbildung H : C*(R3) —
P(R3), gegeben durch

(HO)@y.2) = (s = o= e 4 Vg 2)ms)  (2)

heifit Hamilton-Operator in C?(R?).

Lemma 1.2 Separation der Zeitvariablen

Es sei ¢ € C?(R?). Die Funktion ¢ € C%*(R*), gegeben durch

(x7 y7 Z? t) = ¢<x7y7 Z? t) = w(x7y7 Z)eilEt (3)

mit einer Zahl E' € R ist genau dann Loésung der Schrodinger-Gleichung (1), sofern

(HY)(2,y,2) = E¢(z,y,2) (4)
fir alle Punkte (z,v, 2) € R3.

Gleichung (4) wird auch Stationire Schrédinger-Gleichung genannt. Die Funk-
tion V in (1), (2) wird als Potential bezeichnet.

Beweis

Der Beweis kann durch direkte Rechnung sofort nachvollzogen werden: Setzt man
die Funktion ¢ in die Schrodinger-Gleichung (1) ein, so erhdlt man mit der Funktion
f R — C, gegeben durch

ts f(t) = et (5)

folgende Kette von Aquivalenzen:
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Entscheidend ist dabei gewesen, dass die Funktion f als Exponentialfunktion keine
Nullstellen besitzt und daher durch sie dividiert werden kann.

Dieses Lemma iiber die Variablenseparation zeigt, dass Losungen der Schrodinger-
Gleichung (1) durch das Auflésen von Gleichungen (4) gegeben werden, die von ihrer
Gestalt her wie Eigenwertprobleme in der Linearen Algebra aussehen, konkret mit
folgender Bedeutung:

Lineare Abbildung H ”Eigenvektor” 1 ”Eigenwert” E

Wir werden dieser Analogie im folgenden nachgehen, und in der Tat ist das Studium
von Eigenwertproblemen des Typs (4) der Schliissel zur stationdren Schrodinger-
Gleichung.

Um mit der stationaren Schrodinger-Gleichung vertraut zu werden, betrachten wir
im folgenden den eindimensionalen Spezialfall, an dem sich sehr viel strukturelles
Vorgehen erlernen lasst:

Eindimensionale Stationire Schrodinger-Gleichung in C?(R)

d2

(=3 ¥)(@) + V(2)y(z) = E¢(z) (8)

Hierbei ist entsprechend dem dreidimensionalen Fall V' : R — R als stiickweise stetige
Funktion vorausgesetzt, E eine reelle Zahl und die Abbildung

Hi= =+ V() 9)

wird durch punktweise Anwendung auf die Funktion ¢ € C?*(R) gegeben.

Beispiel 1.3

Das Potential V' werde gegeben durch V(x) = 22 und die stationire Schrodinger-
Gleichung in C*(R) wird zu

—¢"(2) + 2*Y(z) = By () (10)



Wir machen fiir ¢ einen Potenzreihenansatz
YRRz p(r) =) cua” (11)
n=0

mit reellwertigen Koeffizienten ¢,. Als Ergebnis erhalten wir, dass zu jedem reellen
E eine solche Potenzreihenlosung vom Typ (11) existiert.

Diese Uberlegungen zeigen insgesamt, dass wir fiir eine realistische physikalische
Beschreibung noch mehr Forderungen an die Funktionen 1 stellen miissen, denn

e In der Physik hat E die Bedeutung einer Energie.

e Fiir das 22-Potential ist bekannt, dass es nur diskrete E-Werte erlaubt.

e Die Funktion ¥ hat die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsdichte.

Man wird diesen drei Forderungen dadurch gerecht, dass man die Eigenschaften

der Funktion ¢ und damit die Randbedingungen an die stationare Schrodinger-
Gleichung wie folgt abandert:

Eindimensionale Stationdre Schrodinger-Gleichung (SG) in C?*(R) N L*(R)

(- F0)@) + V@) = Bu) 12)

Hierbei bedeutet L?(R) die Menge der messbaren Funktionen, die entlang der reellen
Achse quadratintegrierbar im Sinne des Lebesgue-Integrals sind:

| @i < o (13)

Die Loésung von Problemen des Typs (12) ist Gegenstand der Quantenmechanik.
Um systematisch an diese Probleme herangehen zu kénnen, bedarf es einiger mathe-
matischer Werkzeuge, die in den folgenden Kapiteln zur Verfiigung gestellt werden
sollen.

Im zweiten Kapitel wird auf die Verallgemeinerung der Eigenwertsituation beim
Ubergang von symmetrischen linearen Abbildungen im Endlichdimensionalen auf
symmetrische lineare Abbildungen in C-Hilbertraumen kurz eingegangen.

Unser Interesse richtet sich auf die Frage, inwiefern die drei Begriffe
e [Eigenwerte

e Orthogonalitat von Eigenfunktionen

e Symmetrie einer linearen Abbildung

im Fall allgemeiner Hilbertraume noch in Verbindung zueinander stehen. Im wei-
teren Verlauf der Vorlesung werden wir diese Frage durch das Konzept der selbstad-
jungierten Operatoren beantworten, die fiir das Studium der Schrodinger-Gleichung
unerlasslich sind.



2. Einige Begriffe aus der Funktionalanalysis

Der Raum L?(R) ist ein typisches Beispiel fiir einen Hilbertraum iiber C. Wir
wiederholen die Definition fiir einen C-Hilbertraum:

Definition 2.1

Es sei E ein C-Vektorraum mit Skalarprodukt (x,%) : E x E — C, d.h. einer Abbil-
dung, welche fiir alle u,v,w € E und alle a € C die folgenden Figenschaften erfiillt:

(u~+v,w) = (u,w) + (v,w)

au,v) = a(u,v)

1

2. (
3. (u,
4.

5. (

v) = (v, u)
u,u) >0
wu)=0 & u=0
E heisst C-Hilbertraum, sofern £ mit der Norm || * || := m vollstandig,

d.h. ein Banachraum ist. Wir nennen zwei Vektoren u,v € F orthogonal, sofern
(u,v) =0.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass symmetrische lineare Abbildungen eine
Entwicklung nach Eigenvektoren gestatten. Wir zitieren hierzu das entsprechende
Resultat - zuvor jedoch noch einmal die Definition fiir eine symmetrische lineare
Abbildung A : R" — R™.

Definition 2.2

Es sei (x,*) ein Skalarprodukt in R™. Eine lineare Abbildung A : R™ — R™ heisst
symmetrisch, sofern

Yu,v € R" : (Au,v) = (u, Av) (14)

Theorem 2.3 Spektralsatz symmetrischer linearer Abbildungen

Es sei A : R — R" eine symmetrische lineare Abbildung. Dann existieren zu den
Eigenwerten von A insgesamt n paarweise orthonormale Eigenvektoren uy, ..., u,, und
zu jedem Vektor x € R" existiert eine eindeutige Entwicklung nach den Eigenvek-
toren uq, ..., Uy:

T=> cjuy (15)
=1

mit reellwertigen Koeffizienten c;. Insbesondere kann man die Wirkung von A auf
jeden Vektor z € R" darstellen durch

AZL‘ = Z )\jcjuj (16)

j=1

wobei die allesamt reellen Eigenwerte A; von A mehrmals gleich sein konnen.
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Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen es in allgemeinen Hilbertraumen
noch ahnliche Spektrale Darstellungssitze gibt. Der Vorzug solcher Satze liegt auf
der Hand: Die analytischen Eigenschaften der betrachteten Abbildungen lassen sich
durch Angabe einer ihrer algebraischen Eigenschaften - namlich ihrer Eigenwerte -
vollkommen charakterisieren.

Beim Studium der Schrodinger-Gleichung ware es von grofem Vorteil, Satze solcher
Art zur Verfiigung zu haben. Es zeigt sich aber, dass die Situation im Unendlichdi-
mensionalen sehr viel komplizierter ist. Sind im endlichdimensionalen Fall bei sym-
metrischen linearen Abbildungen die drei Begriffe

e Ligenwerte
e Symmetrie der Abbildung
e Orthogonalitat der Eigenvektoren

eng miteinander verbunden, so fehlt zunéchst ein entsprechendes allgemeines Ana-
logon fiir symmetrische lineare Operatoren in Hilbertraumen.

Um die Frage zu beantworten, wieviel Analogie wir vom endlichdimensionalen Fall
zum unendlichdimensionalen Fall hintibertragen konnen, stellen wir in diesem Kapi-
tel die Definitionen fiir Eigenwerte und Symmetrie im Falle allgemeiner linearer
Hilbertraum-Operatoren auf. Neu hinzutreten wird der Begriff der Stetigkeit einer
linearen Abbildung in einem Hilbertraum.

Um dieses Konzept vorzubereiten, geben wir die folgende Definition:

Definition 2.4

Es sei E ein Hilbertraum und U Untervektorraum von E. Eine lineare Abbildung
A : U — F heisst linearerOperator auf F. Ist U = E, so heisst A Hilbertraum-
Endomorphismus. Entsprechend nennen wir A symmetrisch auf U, sofern

Vu,vo e U:  (Au,v) = (u, Av) (17)

Falls U = E, so nennen wir A symmetrisch.
Fiir einen symmetrischen linearen Operator geben wir das folgende Beispiel:

Beispiel 2.5

Es sei £ = L?([0,1]) und U := {f € E | f(0) = f(1) =0, [f(0)f'(1)] < co} N
C?([0,1]). Die Abbildung A : U — E werde gegeben durch

(Au)(z) := —i/(x) Vo €]0,1] (18)
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Dann gilt

(Au0) = [ i )oade =~ [ ula)(~i) - o(@lde — w@o@ly (19)

Da die Werte der Funktionen u, v an den Intervallgrenzen 0 und 1 verschwinden, ist
dies aquivalent zu

(Au,v) = —/

0

= /01 u(z) (—iv'(z)) dov = (u, Av) (21)

und wir sehen, dass A symmetrisch auf U ist.

1

d

u(m)(—i)jxv(x)dx - /0 Culz) i (-v)(a)de = (20)

Definition 2.6

Es sei E ein C-Hilbertraum und U Untervektorraum von E. Die Abbildung A : U —
E sei ein linearer Operator auf U.

1. Ein Vektor v € E \ {0} heisst Eigenvektor von A, sofern es eine Zahl A € C
gibt, so dass
Av = v (22)

Die Zahl X heisst Eigenwert von A.

2. Der lineare Operator A heisst stetig oder beschrankt auf U, sofern es eine
positive Zahl v gibt, so dass

vucU:  [[Au]] < 7lu (23)
wobei || % || vom in E gegebenen Skalarprodukt induziert wird:
IR IERVACH (24)

Falls U = F, so nennen wir A stetig bzw. beschrankt.

Im Endlichdimensionalen, also wenn z. B. £ = R" n € N, ist jede symmetrische
lineare Abbildung A von selbst stetig. Beachtlicherweise gilt diese Eigenschaft auch
in allgemeinen Hilbertraumen. Der entsprechende Satz ist tiefgehend:

Theorem 2.7 Satz von Hellinger-Toeplitz

Es sei E ein C-Hilbertraum und A : F — FE ein symmetrischer Hilbertraum-
Endomorphismus, also

Yu,v € E : (Au,v) = (u, Av) (25)

Dann ist A ein stetiger linearer Operator.

Der Beweis dieses Satzes ist mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln langwierig
und wir verweisen dazu auf die einschligige funktionalanalytische Literatur.



Im Endlichdimensionalen sind die Eigenvektoren symmetrischer linearer Operatoren
zu verschiedenen Eigenwerten paarweise orthogonal. Das gleiche gilt auch fiir sym-
metrische lineare Operatoren eines Hilbertraums, sofern sie mindestens zwei ver-
schiedene Eigenwerte besitzen:

Lemma 2.8

Es sei A ein symmetrischer C-Hilbertraum-Endomorphismus, A : F — E. Falls A
Eigenwerte besitzt, so sind diese reell. Falls A mindestens zwei verschiedene Eigen-
werte besitzt, so sind die zugehorigen Eigenvektoren paarweise orthogonal.

Beweis

Es seien u, v Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten \ bzw. u:

Au = lu Av = v (26)
Dann gilt einerseits
(Au,v) = (Au,v) = A(u,v) (27)
und andererseits
(Au,v) = (u, Av) = (u, jv) = i(u,0) (28)

Falls u = v und X = p, so folgt hieraus A = X\, weshalb X reelle Zahl ist. Falls u # v
und A # p, so wissen wir nach dem soeben Bewiesenen bereits, dass A und p rein
reelle Zahlen sind. Daher gilt insbesondere i = p, und Gleichung (28) schreibt sich
als

(Au,v) = (u, Av) = (u, pv) = p(u, v) (29)

Vergleich von (27) mit (29) ergibt nun, dass wegen A # u der Ausdruck (u,v) nur
die Null sein kann, was zu zeigen war.

Obwohl es viele formale Analogien zwischen der Theorie endlichdimensionaler sym-
metrischer linearer Abbildungen A : R™ — R™ und der Theorie symmetrischer Oper-
atoren gibt, so kann man im allgemeinen kein Verfahren zur Berechnung von Eigen-
werten symmetrischer Operatoren angeben. Mehr noch, es kann noch nicht einmal
generell etwas zur Existenz von Eigenwerten zu einem beliebigen symmetrischen
Operator in einem Hilbertraum E ausgesagt werden. Durch die zusatzliche Eigen-
schaft der Kompaktheit eines Operators erdffnen sich wiederum Moglichkeiten,
die Existenz von Eigenwerten eines symmetrischen Operators zu garantieren. Wir
kommen auf diese Eigenschaften im spektraltheoretischen Teil dieser Vorlesung zu
sprechen.



Da der Begriff des Eigenwerts sehr zentral in der Theorie der linearen Hilbertraum-
Operatoren und ihrer Anwendung in der Quantenmechanik ist, geben wir eigens die
folgende

Definition 2.9

Es sei E ein Hilbertraum und U Untervektorraum von E. Wir nennen die Menge
aller Eigenwerte eines linearen Operators A : U — FE das Punktspektrum des
Operators A. Man bezeichnet das Punktspektrum des Operators A auch mit o,(A).
Wir nennen eine Teilmenge M C 0,(A) diskret, sofern M nichtleer und abzihlbar
ist.

Beachte!

Das Punktspektrum eines linearen C-Hilbertraum-Operators A : U — E kann durch-
aus die leere Menge sein.

Beispiel 2.10

Wir betrachten die eindimensionale stationdre Schrodinger-Gleichung fiir ein freies
Teilchen. Dazu gehen wir in den Hilbertraum E := L?*(R) und betrachten den
Unterraum U := {f € ENC?R) | f’ € E} sowie den linearen Operator A, der
gegeben wird durch

A:U— FE, Y — Ay

Vr €R: (Ay)(x) = (—dd; )(z) (30)

Die eindimensionale stationare Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen schreibt
sich damit als Eigenwertproblem:

A =\ (31)
Dies ist nichts anderes als die Differentialgleichung
—"(x) = Mp(x) r €R (32)

die z. B. fiir nichtnegatives A\ sofort gelost werden kann: Real- bzw. Imaginarteil
von 1 sind stets von der allgemeinen Bauart

o(x) = acos(VAxr) + Bsin(vVAz) r €R (33)

mit reellen Zahlen «, 3. Wir erkennen jedoch sofort, dass Funktionen des Typs ¢
entlang der reellen Achse nicht quadratintegrabel im Sinne des Lebesgue-Integrals
sein konnen. Daraus folgt insgesamt o,(A) NRT = { }.

Dieses Ergebnis mutet merkwiirdig an, denn man wiirde fiir das freie Teilchen sicher-
lich positive Energiewerte erwarten. Der Grund liegt darin, dass der Begriff des

9



Eigenwerts allein fiir ein physikalisch sinnvolles Studium der Schrodinger-Gleichung
nicht ausreicht. Das was fehlt, ist, den Begriff des Spektrums einer linearen Ab-
bildung im Hilbertraum so einzufiithren, dass man damit einerseits sinnvoll Physik
treiben kann und dass andererseits der Begriff Spektrum im endlichdimensionalen
Fall sich wieder mit dem Spektralbegriff der Linearen Algebra deckt. Dies soll im
weiteren Verlauf der Vorlesung besprochen werden.

Im nachsten Beispiel gibt es im Bereich der positiven Zahlen Werte, die zum Punkt-
spektrum des entsprechenden Operators gehoren: Die Menge dieser Zahlen ist sogar
diskret.

Beispiel 2.11
Wir betrachten den Hilbertraum FE := L*([0,1]) und den Unterraum

U={f=feEnC*([0,1])| f(0)=f(1)+f1)=0, f"eE}t  (34)

Weiterhin definieren wir den linearen Operator A : U — E durch

(@) = (o)) Vae0,1] (3)
Wir wollen die Eigenwertgleichung
(Ay)(z) = Ay(zr) = €R (36)

fiir positive Werte von A 16sen:

Die allgemeine reellwertige Losung der Differentialgleichung

y'(x) + My(z) =0 x € [0,1] A>0 (37)
lautet
y(z) = acos V Az + Bsin Vz (38)
mit reellen Konstanten a, 3. Wir arbeiten jetzt die Randbedingungen ein,
y(0) =0 y(1)+y(1)=0 (39)

und erhalten damit schrittweise durch Einsetzen:
y0)=0 = a=0 = y(x)=/FsinV Az (40)

Y1) +y(1)=0 = BVAcosVA+BsinVA=0 (41)

Wir méchten eine Losung y(x) haben, die verschieden von 0 ist und stellen zusétzlich
die Forderung einer Normierung auf die Zahl 1:

[ v de = [ yta)? de=1 (42)

10



Daher kénnen wir § # 0 wéhlen. Division von Gleichung (41) durch 3 liefert die

Beziehung
tan VA = —vVA (43)

Diese Gleichung ist natiirlich nicht fiir alle A > 0 erfiillbar, sondern, wie man z.B. aus
dem Graphen der Tangensfunktion erkennt, gibt es genau eine monoton wachsende
Folge (An)nen positiver Zahlen, zu denen jeweils Funktionen y, existieren, die die
Gleichungen

Y () + () = 0 Yn(0) =0 Yyn(1) +y(1) =0 (44)
erfiillen. Konkret sehen diese Funktionen wie folgt aus:

Yn(x) = B, sin \//\jlx n €N r E€ER (45)

Es verbleibt die Aufgabe, den Wert der Konstanten (3, so zu bestimmen, dass

/01 Yn(2)? dv =1 (46)

Ausgeschrieben bedeutet die letzte Gleichung

32 /Ol(sin \/)\7,1:1:)2 dr =1, (47)

was aquivalent ist zu

2 1

52” ; (1 —cos2y/A,z) de =1 (48)
Dies liefert fiir das Quadrat der Konstanten [,:
52 = A,

"2\, —sin 2\,

Die gesuchten Funktionen y,, n € N, lauten daher - falls 3, als positiv angenommen
wird:

(49)

4/ A .
Yn(x) = J P sV sin \/)\7,196 (50)

Mit diesem Kapitel haben wir verschiedene Grundbegriffe aus der Funktionalanalysis
eingefiihrt, die uns im folgenden o6fter begegnen werden. Im folgenden Kapitel wen-
den wir uns gleich der eindimensionalen Schrodinger-Gleichung fiir das quadratische
Potential V(z) = z? des harmonischen Oszillators zu und geben eine algebraische
Methode an, wie man Eigenwerte und Eigenvektoren des zugehdrigen Hamilton-
Operators berechnen kann. Wir werden explizit zeigen, dass diese Eigenvektoren
paarweise orthogonal sind.
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3. Quadratische Potentiale und Leiteroperatoren

In diesem Abschnitt betrachten wir die eindimensionale Schrodinger-Gleichung mit
harmonischem Potential V(x) = 2?. Gesucht sind Zahlen A\ € R, so dass die
entsprechenden Losungen ¢ der nachfolgenden Gleichung

—¢"(2) + *P(x) = Mp(x) T ER (51)
in C?(R) N L?(R) liegen.

Da man vorneherein an Losungen in C%(R) N L?(R) interessiert ist, kann man einen
Separationsansatz der Gestalt

2

x—Y(x) = f(x)e a>0 r €R (52)

versuchen, wobei die Funktion f : R — R und die Zahl a zu bestimmen sind. Dies
fithrt uns zu

Lemma 3.1

Es sei f € C?(R) reellwertig und a > 0, A € R. Die Funktion ) : R — R mit

z— (z) = f(z)e a>0 r €R (53)
ist genau dann Losung der Schrodinger-Gleichung
—¢"(2) + 2*P(x) = Mp(x) T ER (54)
in C?(R), sofern f die nachstehende Differentialgleichung erfiillt:
—f"(x) + dazf'(z) + 2o+ (1 — 4a®)2?) f(z) = A f(2) r €R (55)

Der Beweis geht durch Einsetzen von (53) in (54) und elementare Rechnung.
Aus der Differentialgleichung (55) kann man bereits folgendes ablesen:

Lemma 3.2

1.2

Esseig:R— R, 2+ g(x) =e 2
fiir alle x € R

und v : R — R, z — u(z) := zg(z). Dann gilt

—g"(z) + 2% g(z) = g(x) —u(z) + 2% u(x) = 3u(x) (56)

Offensichtlich gilt g,u € C*(R) N L?*(R). Dies motiviert die folgende
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Definition 3.3

Es sei g wie in Lemma 3.2. Wir definieren
U:={feC*R)NL*R) |z f(z) =g(z) Y ¢z’ ¢; ER, n €N} (57)
j=0

Fiir ein f € U seien weiterhin die linearen Abbildungen D : U — U und X : U — U
gegeben durch

(Df)(x) = f(z)  (Xf)(z):==f(x) =weR (58)

Es seien F': U — U und G : U — U lineare Operatoren. Fiir o, € R definieren
wir aF' 4+ G und FG (und entsprechend induktiv die Potenzen F™ G", n € Ny)
durch die Vereinbarungen

((aF + 6G)u) () = a(Fu)(z) + B(Gu)(x) VueU VreR (59)
(FGu)(z) = (F(Gu))(z) YuelU VreR (60)

Man tiiberzeugt sich relativ leicht, dass der Bildbereich von D und X tatsachlich
selber wieder Teilmenge von U ist:

DUCU XUCU (61)

Theorem 3.4
Die linearen Operatoren A : U — U und S : U — U seien gegeben durch

A=D+X S=-D+X (62)

Weiterhin bezeichne I die identische Abbildung auf U. Dann gelten die nachstehen-
den Relationen:

DX -XD=I AS—SA=2I —D*+ X?=SA+1 (63)

Dem Beweis des Theorems liegt im wesentlichen die Produktregel der Differentiation
zugrunde, im Detail:

Ve € R: (DXu)(x) — (XDu)(z) =
u(z) + z(Du)(z) — X(Du)(z) = u(z) + X(Du)(z) — X(Du)(z) = u(x)  (64)
AS—SA=(D+X)(-D+X)-(-D+X)(D+X) =

—D?* — (=D*) 4+ X?* - X?*+2DX - 2XD = 2] (65)

SA+I=(-D+X)(D+X)+I=-D*+X*-~DX +XD+1 (66)
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Die so eingefiihrten Operatoren A und S helfen uns jetzt auf relativ einfache Weise,
die Schrodinger-Gleichung mit harmonischem Potential in der Menge C?(R) N L?(R)
zu losen.

Theorem 3.5
Esseig:R — R, = +— g(z) = e 2* und die Folge (¢n)nen, der Funktionen
©n : R — R werde gegeben durch die Vorschrift

on = (—D+ X)"g n € Ny (67)

Die in C?%(R) N L*(R) liegenden reellwertigen Funktionen ¢, sind Eigenvektoren des
Operators H := —D? + X2, Sie erfiillen die Schrodinger-Gleichung

—on(@) + 2%pn(w) = (2n+1) pu(r) nENy, TER (68)
mit dem quadratischen Potential V(z) = * und geniigen der Rekursionsrelation
Oni1(x) = 2z, (x) + 2np,_1(z) =0 n €Ny, © €R (69)

mit Anfangsbedingungen

1.2

wol(z) = e 2 p1(r) =2z 727 r €R (70)

Beweis

Offensichtlich ist nach Lemma 3.2 die Zahl Ay = 1 Eigenwert von H = —D?* + X?2,
d.h. o,(H) #{ }.

Nach Konstruktion sind die Funktionen ¢,,,n € Ny allesamt in U C C?*(R) N L*(R).
Es sei jetzt ¢ € U Eigenvektor von H in U zum Eigenwert A\. Dann gilt

Hp=\p & (SA+1p = Ay (71)

Die Zahl i = 0 ist Eigenwert von SA zum Eigenvektor g € U, also 0,(SA) # { }.
Es sei jetzt u € 0,(SA) mit Eigenvektor ¢ € U. Dann gilt

SAY = up = SSAY = puSt < (72)

S(AS —2I) = uSy & SA(SY) = (u+2)SY (73)

Da der Operator H = SA + I die gleichen Eigenvektoren wie SA hat und iiberdies
den Eigenwert Ao = 1 besitzt, folgt mit (73), dass alle Zahlen A\, = (2n+1),n € N
ebenfalls Eigenwerte von H sind. Mit Induktion zeigt man, dass sie zu den Eigenvek-
toren S"g = (—D + X)"g, n € Ny gehoren (fithre die Schritte von (72)(73) beliebig
oft aus). Nach Konstruktion sind alle Funktionen S™g wieder in U, so dass wir, wie
im Theorem 3.5 behauptet, bereits eine ganze Folge von Eigenwerten und Eigenvek-
toren der Schrodinger-Gleichung mit harmonischem Potential bestimmt haben.
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Um die im Theorem 3.5 aufgestellten Rekursionsrelationen zu beweisen, gehen wir
mit Induktion vor: Der Fall n = 0 ist offensichtlich richtig, Sg = (—D+ X)g = 2Xg.
Es gibt also ein n € Ny, so dass die Rekursionsrelationen

Ont1 — 2Xon + 2npp_1 =0 (74)
erfiillt sind. Dann folgt

Sni1 — 25X +2nS0 1 =0 ppi0 —2(—D + X)Xy, + 2np, =0< (75)

(76)

Onio —2X(=D+X)pon+(2n+ 1), =0 vpi0—2Xpn1+ 2n+1)p, =0 (77)
Dies erbringt den Induktionsschritt und wir haben die Rekursionsaussage aus The-
orem 3.5 bewiesen. Die Tatsache, dass die Funktionen ,,,n € Ny reell sind, ist nach

Konstruktion ¢,, := (=D + X)"g klar. Dies komplettiert insgesamt den Beweis von
Theorem 3.5.

Definition 3.6

Die in (67) eingefithrten Funktionen ¢, := (=D 4+ X)"g,n € Ny heissen Hermite-
Funktionen. Die Funktionen H, : R — R, n € Ny, gegeben durch

(@)
r— Hy(x):= o(0) ER (78)

heissen Hermite-Polynome.
Die Hermite-Polynome erfiillen die gleiche Rekursionsrelation wie die Hermite-Funk-

tionen:
Hyi(x) —22H,(z) +2nH,—1(x) =0 neNy z€R (79)

jedoch mit Anfangsbedingungen
Ho(x) =1 Hi(x) =2z r €R (80)

Beachte, dass die Anfangsbedingungen (80) zusammen mit (79) in der Tat garantieren,
dass es sich bei den H,, um Polynome vom Grad n in z handelt.

Lemma 3.7

Die Operatoren S = —D + X und A = D + X bilden die Hermite-Funktionen auf
ihre oberen bzw. ihre unteren Nachbarn wie folgt ab:

S@n = Pn+1 ASOn = 2”‘)01171 n € Ny (81)
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Beweis
Die Beziehung S¢,, = ¢, 41 folgt sofort aus der Definition ¢,, = S™g. Die Beziechung
A, = ng,_1, n € Ny erkennt man wie folgt (der Fall n = 0 ist klar):

neEN = Ap,=AS"g=(D+ X)(-D+ X)S" g = (82)

(21 +SA)S" g =28""1g+ (2n —2)S" g =2nS""1g = 2np,_, (83)

Definition 3.8

Aufgrund ihrer Abbildungeigenschaften (81) nennen wir die Operatoren S und A
Leiteroperatoren.

Bemerkung 3.9

Gelaufig ist auch fiir S der Begriff Aufsteigeoperator sowie fiir A der Begriff
Absteigeoperator. Auch die Begriffe Erzeugungsoperator und Vernichtungs-
operator werden verwendet.

Die Hermite-Polynome als Beispiel fiir sogenannte Orthogonale Polynome zihlen
zu den wichtigsten Funktionensystemen der Mathematik tiberhaupt. In der Theo-
retischen Physik kommt ihnen die Vorzugsrolle zu, die wir gerade beleuchtet haben:

Die Hermite-Funktionen liefern Eigenvektoren des Hamilton-Operators mit har-

monischem Potential V(z) = z?. Aufgrund der Bedeutung, die diese Funktio-

nen haben, werden wir deshalb im folgenden einige ihrer Eigenschaften eigens be-
sprechen.

Lemma 3.10
Die in (78) eingefiihrten Hermite-Polynome H,, erfiillen die Identitét

2 d 2
(%)"e’x rTER MNEN (84)

und gentigen den Differentialgleichungen

H/(z) —2zH](x)+2nH,(x) =0 2z €R neN (85)

Beweis

Betrachte die Funktionen f, : R — R, die gegeben werden durch

folz) = (—1)”(;1)”6_232 TER MEN (86)
Offensichtlich gilt
fi(z) =2z fo(z) =0 r ER (87)
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und wir behaupten
fror1(z) = 2xfo(z) + 2nfr_1(z) =0 r €R n € Ny (88)

Die letzte Gleichung ist bereits richtig fiir n = 0. Wir differenzieren (88) und
erhalten mit Hilfe von (86):

(=) froio(z) = 2fn(x) = 22 f) (x) + (=1)2nf,(z) =0 zE€R neN, < (89)
frore(z) +2fn(z) + (—1)22fr1(z) + 2nfn(z) =0 2€R neNy < (90)
froto(@) =22 fnii(z) + (2n+2)fo(z) =0 z€R n € Ny, (91)

was den Induktionsschritt erbringt. Folglich ist (88) korrekt. Aufgrund der An-
fangsbedingungen fo(z) = Ho(z)e ™ und fi(x) = Hy(z)e " gilt damit einerseits
wegen der Rekursionsvorschrift (88) die Beziehung:

2

fn(z) = Hy(z)e™ (92)
und andererseits aufgrund der Definition (86):
d
folz) = <_1)n(%)ne*ﬁ TER nEN (93)
Die Kombination von (92) und (93) liefert - wie behauptet - die Gleichung
2, d .2
H,(z)=(—1)"e" (d—)”e v rTER nEN (94)
x
Differentiation von (94) liefert nun
H! (z) =2xH, () — Hyy1(2) TER mEN (95)
und dies ist - wegen der Rekursionsgleichung (79) - gleichbedeutend mit
H!(x) =2nH, () TER nEN (96)
Erneute Differentiation erbringt fiir x € R, n € Ny:
H(z) =2n2(n—1)H,_» (97)

und damit
H/(z) —2zH](x) =2n2(n — 1) H,_2(z) — 22 2nH,_1(z) = —2nH,(x),  (98)

wobel wir im letzten Schritt wiederum von der Rekursionsbeziehung (79) Gebrauch
gemacht haben. Schreiben wir (98) um, so erhalten wir - wie behauptet - die Dif-
ferentialgleichung

H)(z) — 2zH) (z) + 2nH,(z) =0 (99)
Bemerkung 3.11
Gleichung (99) heisst auch Hermite-Differentialgleichung.
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Lemma 3.12

Der Operator H = —D? + X? ist symmetrisch auf seinem Definitionsbereich U =
{f e C*R)NLAR) | x — f(x) = g(x) >0 cjx?  ¢j €ER, n € Np}.

Beweis

Wir zeigen zunéachst, dass fiir alle Funktionen ¢,¢ € U und alle reellen Zahlen
a € R\ {0} die folgenden Beziehungen gelten:

((aD + X)@, ) = (¢, (—aD + X)¢) (100)

Wir berechnen zunéchst fiir positives y das Integral

Y

[ (00 @)+ wee)v(@yr = [ agl@pp)dr+ [ rolapp@dr  (o0n)

—y _

Y

, ap(z)y (x)dr + /yy () (z)dr (102)

Beachte, dass die Funktionen ¢, ¢ nach der Definition von U rein reellwertig sind und
daher das Konjugationssymbol entfallen kann. Da alle Funktionen aus U, also ins-
besondere auch die gewéhlten ¢, 1) Produkte aus einem Polynom und der Gauf3schen
Glockenfunktion g(z) = e~2*" sind, zudem ausgestattet mit der zusitzlichen Eigen-
schaft

—agpl)p@, - [

lim ¢(z) = lim ¥(x) =0, (103)

|z|—o0 |z|—o0

kann man den Grenziibergang y — —+o0 in (101)(102) ausfiihren und erhélt

| (ap@) +ap@)i@yde = - [~ ap@w@de+ [ ap@)iada (104

—0o0 —00

Dies ist gleichbedeutend mit der Behauptung (100). Insbesondere erhalten wir mit
Hilfe von (100) fiir beliebige Funktionen ¢, € U (beachte wiederum deren Reell-
wertigkeit, d.h. die Konjugation bei den Skalarprodukten entfallt):

(=D+X)(D+X)p, ) = (D+X)p, (D+ X)) = (¢, (=D+X)(D+X)¢) (105)

woraus sich die Symmetrie des Operators H = —D*+ X? =T+ (—-D + X)(D + X)
ergibt. Insbesondere erhalten wir fiir die Hermite-Funktionen die Aussage

Vim,n €Nt (=D + X)(D+ X)gm o) = (9 (—D + X)(D + X)p,), (106)
was wegen Theorem 3.5, Gleichung (68), dquivalent ist zu

Ym,n € Ng:  (2mpm, ©n) = (©m, 2n¢,) (107)

Dies bedeutet aber, dass die Hermite-Funktionen paarweise orthogonal sind. Die Or-
thogonalitdat der Hermite-Funktionen werden wir im folgenden Theorem 3.13 zudem
auf direktem Wege beweisen.
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Theorem 3.13

Die Hermite-Funktionen sind paarweise orthogonal,
m#n = / Om(T)pn(x)dr =0 m,n € Ny (108)

Beweis

Wir betrachten fiir voneinander verschiedene m, n € Ny die beiden Hermite-Differen-
tialgleichungen (vgl. (99)):
H (z) — 2zH, () +2mH,,(z) =0 =z €R (109)
H/(z) — 2zH)(x)+2nH,(z) =0 z€R (110)
Multiplizieren wir Gleichung (109) mit H,(x), Gleichung (110) mit H,,(z) und sub-
trahieren wir beide voneinander, so erhalten wir
H () Hyl(x) = Hu(2) Hyy (1) = 20(Hpn (2) H (2) — Hy(2) H, (2)) =
(2m — 2n)H,,(z) H,(2) r €R (111)
Dies ist gleichbedeutend zu
(Hm Hy, — HoH ) (2) = 20(Hin () Hy () — Hy(2) Hy (2)) =
(2m — 2n)H,,(z) H,(2) r €R (112)
Die letzte Gleichung kann man auch mit Hilfe der Funktion e wie folgt schreiben:
jx(@_"”z (Hyn(@) Hy, (x) = Hy(x) Ho(2))) = (2m — 2n) €7 Hy () Ho(x)  (113)
Wir integrieren fiir positives y diese Gleichung und erhalten
Sy (e (Hu(2)H] (2) = Hy, (0) Hy () da =

Y dx

(2m — 2n) / e H () Hy (2)da (114)

Dies liefert

2

(€ (Hw) () = Hy () By ()2, = @m—2m) [ e (o) (o) (115)

Aufgrund der Tatsache, dass die Funktionen H,,, H) , H,, H Polynome in x sind,
kann man den Grenziibergang y — +oo auf die linke Seite von (115) anwenden und
erhélt damit fiir die rechte Seite:
4 2
(2m — 2n) ylim e Hy(v)H,(x)dz =0 (116)
Wegen m # n folgt daraus
/ H,o(z)Hy (2)e ™ dz = 0 (117)

Aufgrund der Definitionen (67)(69)(70) und (78) folgt damit die Behauptung von
Theorem 3.13:

m#n = /O:O Om(T)pn(x)dxr =0 m,n € Ny (118)
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Bemerkung 3.14 Erzeugende Funktion

Man kann wesentliche Informationen tiber die Hermite-Polynome bzw. die Hermite-
Funktionen auch noch anders gewinnen. Dazu betrachten wir fiir einen festen Wert
von z € R die Funktion F : R — R, y — F(y) := e2¥~¥"_ Mit Hilfe von Standard-
argumenten aus der Analysis folgt sofort, dass man die Funktion F' auch in der
folgenden Form schreiben kann: F(y) = 07, %y” mit reellwertigen Koeffizienten
A,,. Verandert man jetzt den Wert von x, so verandern sich in dieser Potenzrei-
hendarstellung fiir ' auch die Koeffizienten A,, und werden selber zu reellwertigen,
sogar stetig differenzierbaren Funktionen A, : R — R, x +— A,(z), d.h. es gibt
insgesamt fiir die Funktion G : R? —» R, (x,y) — G(z,y) := ¥~ eine eindeutige
Entwicklung der Bauart

.2 > An xXr n
G, y) =0 =3 n(, ) Y (119)
n=0 '

mit stetig differenzierbaren Funktionen A, : R — R, z +— A,(z). Partielles Dif-
ferenzieren erbringt zunachst, dass die Funktion G und ihre Reihenentwicklung in
ganz R? die folgenden Differentialgleichungen erfiillen:

=26y () =209 Gy (120

(833 (8y
Durch Koeffizientenvergleich folgen aus diesen beiden Differentialgleichungen die
Beziehungen

Al () =2nA, 1 (x) Apia(z) = 22A,(x) — Al (2) rTER nEN

D.h. die Funktionen A, sind bis auf die Wahl der Anfangsbedingungen gerade die
Hermite-Polynome, siche (95)(96). Das bedeutet, dass in der Funktion G und ihrer
Darstellung der Form G(z,y) = >0, A”T(!x) y™ bereits die gesamte Information iiber
die Hermite-Polynome codiert ist, man nennt sie auch die Erzeugende Funktion

fiir die Hermite-Polynome.
Bemerkung 3.15 Fourier-Invarianz

Die Hermite-Funktionen ¢, aus (67)(69)(70) sind “Eigenvektoren” der Fourier-
Abbildung. Wir werden darauf im folgenden Kapitel noch detailliert eingehen.

Mit diesem Kapitel haben wir die Existenz von Losungen in L*(R) N C%*(R) zur
Schrodinger-Gleichung mit quadratischem Potential gezeigt. Im nachsten Kapitel
wird wesentlich die Frage der Eindeutigkeit von Losungen in L%*(R) N C?*(R) zur
Schrodinger-Gleichung mit quadratischem Potential im Mittelpunkt stehen.
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4. Hermite-Funktionen und Fourier-Transformation

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, inwiefern die Hermite-Funktionen ¢,,, n € Ny aus
dem letzten Kapitel die einzigen Funktionen sind, die als Losungen der Schrodinger-
Gleichung

—¢"(2) + 2*Y(z) = By (w) (121)

in L?(R) in Frage kommen. Eine entscheidende Rolle bei der Beantwortung dieser
Frage kommt dabei der Fourier-Transformation als C-linearer Abbildung zu, weshalb
wir eingangs noch einmal kurz auf sie eingehen:

Lemma 4.1 Inversionsformel der Fourier-Transformation

Es sei F(R,C) der C-Vektorraum der komplexwertigen Funktionen u : R — C und
die Fourier-Transformation 7" werde gegeben durch

T:L'(R)— F(R,C) u w— Tu (122)
mit o
YyeR: (Tu)(y) = / e u(x)dx yER (123)
Falls
u€M:={peL'R)|Tyc L'(R)}, (124)
so gilt die Inversionsformel
1 00 ,
VeeR: wu(—z)= o / (Tu)(y)e "™dy (125)
™ —00
d.h.
weM = T?u=2rPu (126)

wobei allgemein auf dem Raum LP(R), p € N die Paritatsabbildung P : LP(R) —
LP(R) gegeben wird durch

VeeR: (Pu)(x):=u(—x) (127)

Die Inversionsformel der Fourier-Transformation ist ein wichtiges und oft zitiertes
Hilfsmittel der Fourier-Analysis, siehe z.B. [TvWi]. Wir verzichten hier auf die
Herleitung der Inversionsformel und halten lediglich als Konsequenz von Lemma 4.1
fest, dass die Fourier-Transformation auf M injektiv ist, d.h.

Vue M\{0}: Tu#0 < {peM|Tp=0}={0} (128)

Damit kommen wir zu folgendem entscheidenden Theorem:
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Theorem 4.2
Es sei f € L*(R) orthogonal zu allen Hermite-Funktionen ¢,,, n € Ny, d.h.

VneNy: (on, f)=0 (129)

Dann ist mit g := ¢y das Produkt fg in L'(R) und es gilt T'fg = T(fg) = 0 sowie
insbesondere f = 0.

Beweis

Nach Voraussetzung gilt

| f@)en(@)dz =0 (130)
Es sei jetzt () : R — R ein Polynom vom Grade k£ mit komplexen Koeffizienten. Fiir
die Hermite-Polynome gilt Grad(H,,) = n mit n € Ny und daher kann jedes Polynom
vom Grad k£ nach den ersten k + 1 Hermite-Polynomen entwickelt werden,

Qr) = z%‘Hj(f) a; €C (131)

Aufgrund der Beziehung

[e.9] o0

f@en@)ds = [~ f@)Hy@)g@)ds =0 (132)

—0o0

VTLGNQZ /

—0o0

folgt wegen (131) und (132) fiir jedes beliebige Polynom ) vom Grade k:

| Q@f@)ga) =0 (133)
Insbesondere folgt damit fiir die Funktionen
2 L (—izy)
P,:R*—>C (z,y) — Pu(z,y) = i (134)
Jj=0 )
die Beziehung
| Pi@pf@g@dz=0  yer (135)

Wahlen wir y € R fest, so gilt fiir alle € R die folgende Abschatzung:

| f(@)g(@) Pz, y) | < D1 f(2)g(x)l byl o |f(@)g(x)[el (136)

=0 7!

Daraus folgt wegen g(z) = e~ 2%

f(@)g(@)Pa(z,y)| < |f(@)/g(x)] e 5 < Oy |f(2)y/g(a)] (137)

sofort die Abschatzung
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mit einer von der Wahl von y gesteuerten Konstanten C,. Wegen f, /g € L*(R) gilt
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

() @ys@ldn? < ([ 1f@ P (fo@)an) <00 (139)

- oo

und dies impliziert [*_|f(z)\/g(x)|dz < 0o, so dass

h:R—=R, xw h(z):=|f(z)\/g(x) (139)

im Raum L'(R) liegt. Fassen wir die Abschitzung (137) zusammen, so gilt bei
festem y € R fiir alle z € R:

|[f(2)g() Pl y)| < Cy h(z) (140)

Die Funktionenfolge (uy,)nen, gegeben durch
Up R =R, x> fu(r) = f(x)g(x)Pulz,y) (141)
konvergiert iiberall in R punktweise wegen
VeeR: lim Py(r,y) = e~ (142)

und somit insbesondere p-fast iiberall punktweise in R. Vgl. zur jetzt folgen-
den Argumentation auch z.B. [Bro3], Definition 4.4, Seite 56. Weiterhin sind alle
Funktionen f, wegen (137)(138) in L'(R) und insbesondere gibt es eine Majorante
hmed ;= Cyh in L*(R) (h wie in (139) definiert), so dass

Vn € N: || < h" (143)

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Lebesgue zur majorisierten Konver-
genz erfiillt, vgl. z. B. [Bro3], Satz 4.17, Seite 65. Das bedeutet, dass die Funktionen
u, € L'(R) gegen ein Element v € L'(R) im Sinne der L'-Norm konvergieren:

Lim o:o |un(z) — u(z)|de =0 (144)
Dies erbringt schlieSlich
Jim _O:o up(x)de = /_O:O Jim. up(z)dr = /_o:o u(z)dz (145)
Aufgrund (135) gilt .
Vn € N : [00 up(z)dr =0 (146)

Mit (142) folgt einerseits

/oo u(x)dxr = /Oo e f(x)g(x)dw (147)

—0o0 —00
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und wegen (145) und (146) andererseits

/ " u(z)de = 0, (148)

—0o0

also insgesamt

/ T e f () g(x)da = 0 (149)
Dies ist gleichbedeutend zu der Aussage
Tfg=T(fg) =0 (150)

Die Funktionen f und g sind beide in L?(R), d.h. es gilt insbesondere, in Analogie
zu (138)

() 1f@g@)da? < (|

—00

F@)Pdn)([ " lg(@)Pde) <o, (151)

o0

woraus zunichst fg € L'(R) folgt und wegen T'fg = 0 auch fg € M, wobei M
wie in (124) definiert ist. Wegen T'fg = 0 und der Injektivitatsaussage zur Fourier-
Transformation auf M, vgl. Lemma 4.1, folgt damit

Ve eR: f(z)g(z) =0, (152)

was bedeutet, dass f = 0. Dies war zu zeigen.

Wir zitieren im folgenden ein niitzliches Resultat aus der Funktionalanalysis und
lenken zu seinem Beweis die Aufmerksamkeit des Lesers auf die entsprechende Stan-
dardliteratur, vgl. etwa [He], [DV].

Lemma 4.3

Es sei E ein C-Hilbertraum und (u,),ey, €ine Folge von paarweise orthogonalen
Vektoren in E:

VYm,n € Ng, m#n: (U, up) =0 (U, Upy) (U 1) > 0 (153)
Fernerhin sei (vy,)nen, die Folge der zugehorigen normierten Vektoren

Yne€Ny: v,:= N (154)

(Un, up)

und der Teilraum F' von E sowie sein Orthogonalraum F* seien gegeben durch
F = {¢ €k | ¢ - Z CpUn, Cp €C, Z |Cn|2 < OO} (155)
n=0 n=0

F*={peFE| VoeF: (¢,¢) =0} (156)
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Dann gelten folgende Aussagen:
1.  F ist mit dem von FE induzierten Skalarprodukt selbst ein C-Hilbertraum.

2. Zu jedem Vektor x in F gibt es genau einen Vektor y € F und genau einen
Vektor z € F™*, so dass
r=y+z (157)

Im folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz halten wir fest, dass die Hermite-
Funktionen die einzigen nichtverschwindenden Funktionen in L?(R) sind, die die
stationare Losung der Schrodinger-Gleichung mit quadratischem Potential gestat-
ten.

Theorem 4.4 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Die einzigen Werte fiir F, zu denen fiir die Schrédinger-Gleichung

—¢"(2) + 2™Y(z) = By (w) (158)

mit quadratischem Potential (V(z) = z?) Losungen in L*(R) N C*(R){0} existieren,
werden gegeben durch die Folge (E),)nen, der Zahlen

E,:=2n+1 n € Ny (159)
Die zu den E,, gehorenden Losungen v, der Schrodinger-Gleichung
— () + 2%, (2) = B () (160)

werden - bis auf einen komplexen Vorfaktor - durch die Hermite-Funktionen gegeben,
d.h. ¥, = ¢,, n € Np.

Beweis

Die Funktionen 1, : R — R, n € Nj seien durch die Normierung der Hermite-
Funktionen ¢,, n € Ny gegeben:

¥n

U= —" pEN (161)
(Spnvgpn)
Es sei - -
F = {Z Cnhn | cn €C, Z |cn|2 < oo} (162)
n=0 n=0

Wir nehmen an, es gebe eine weitere Funktion ¢ € L*(R)NC?(R), die die Schrodinger-
Gleichung (159) 16st und fiir die gilt

{w} N {o, 1,99, ..} ={} (163)
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Dann existiert nach Lemma 4.3 eine eindeutige Zerlegung
v=p+f pelF ferr (164)

Wegen
Yue F: (fiu)=0 (165)

gilt damit f = 0 nach Theorem 4.2, was
YV=pekF (166)

bedeutet, d. h. es gibt eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢, € C, so dass

¢)==§ica¢% € r (167)

n=0

Als notwendige Bedingung an die Funktion ¢, die Schrodinger-Gleichung

—¢"(2) + 2™Y(z) = By () (168)

zu einer Zahl E € C zu l6sen, erhilt man durch Koeffizientenvergleich und unter
Beachtung der Gleichungen

—!(z) + 2% () = (2n + Db, (@) rTER nEN (169)
fiir die Funktion v aus (167) die Forderung
Vn € Ny : (2n+ 1)c, = Fc, (170)

(170) ist jedoch nur im Falle 1) = 0 lésbar, was schliefllich bedeutet, dass es aufer
den Hermite-Funktionen keine weiteren Funktionen v € L*(R) N C?(R) \ {0} geben
kann, die die Schrodinger-Gleichung

—¢"(2) + 2%(z) = EY(x) (171)

erfiillen. Damit ist die Behauptung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes bewiesen.

Lemma 4.5

Die Fourier-Abbildung 7" wirkt auf den Hermite-Funktionen als Streckung, d.h. die
Hermite-Funktionen bleiben bis auf einen komplexen Vorfaktor invariant unter der
Fourier-Transformation.

Beweis

Es sei im folgenden w € U (U definiert wie in (57)) und es sei v := Tu € F(R,C).
Wir betrachten zunachst das Integral

[ e pu(z)de,
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welches geschrieben werden kann als

/OO e "ayu(z)dr = /OO 'iaaeixyu(x)d:c = iv'(y) (172)
—00 —0o0 Y

Beachte, dass Differentiation und Integralbildung aufgrund v € U vertauscht werden
diirfen. Weiterhin betrachten wir das Integral

[0 e ! (z)dx

und erhalten durch partielle Integration

| el @) = (@)%, - [ (cige Vule)de (173)
also S o
/ e_”yu’(x)dx — zy/ e_”yu(x)dl‘ (174)
Fiir alle reellen Zahlen « gilt demnach folgende Beziehung
/oo e (az + L) u(@)dr = i (0L +4) v(y) (175)
oo dx dy

Da die Funktionen ¢,, n € Ny allesamt nicht nur in L?(R) sondern auch in L'(R)
liegen und T als Abbildung von L'(R) nach F(R,C) fungiert, ist fiir jedes einzelne
v, seine Fourier-Transformierte ¢, := T'p,, wohldefiniert. Unter Zuhilfenahme des
Operators A aus dem letzten Kapitel erhalten wir jetzt einerseits

VneNy: TAp, =2nTp, 1 =20, (176)
und andererseits d
VneNyg: TAp,=1 (d—y +y) Un (177)

wegen A =D + X und (175) (setze v := 1). Vergleich von (176) mit (177) liefert

d
YnéeNy: i (@ +y) U, =20, (178)

Und unter Zuhilfenahme des Operators S aus dem letzten Kapitel erhalten wir jetzt
einerseits

VneNy: TSe,=Te,1 (179)
und andererseits p
wegen S = —D+ X und (175) (setze a := —1). Vergleich von (179) mit (180) liefert
, d
Vn € Np : —1 (—@ + y) Q/Jn = ¢n+1 (181)
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Kombination von (178) und (181) liefert

d d
(_@ + y)(dfy +y) Yo =201, (182)
Gleichung (182) ist dquivalent zu
—Un(y) + 9" uly) = 20+ Dn(y)  nENy (183)

Aufgrund der Beziehungen (178)(181) folgt, dass die Funktionen ), allesamt in
L?(R) sind (Argumentation analog zum letzten Kapitel): Man wihle z. B. n = 0
und erhlt bis auf einen Vorfaktor als Losung von (178) die Funktion 1o (y) = e~2%",
Beachte aber, dass im Gegensatz zum dritten Kapitel jetzt die imaginare Einheit ¢ in
den Formeln (178)(181) mit auftritt. Mit dem Existenz- und Eindeutigkeitsresultat
aus Theorem 4.4, kombiniert mit Gleichung (183), folgt jetzt, dass die Funktionen
1, - bis auf einen Vorfaktor - nur die Hermite-Funktionen sein konnen, was unseren
Beweis beendet. Wir haben sogar noch mehr gezeigt: Als Konsequenz des Auftretens
von ¢ in (178) und (181) folgt sogar

VneNy: U,=Te,=pi"p, (184)

mit einer positiven reellen Zahl p. Aus der Normierung der Funktion ¢y etwa kann
p zu p = /271 ermittelt werden.

Korollar 4.6

1. Als Konsequenz von Theorem 4.2 und Theorem 4.3 ist die nachstehende Menge
V dicht in L?(R):

Vi={> cjpjlc;EC, neENy} (185)
=0

2. Die Menge V ist jedoch kein C-Hilbertraum, da sie z. B. die Folge (v,)nen
enthalt, die gegeben wird durch

"1
— 186
g 7! (SOJa‘PJ) 10

Diese Folge ist Cauchy-Folge, besitzt aber nach Konstruktion von V' keinen Grenz-
wert in V. Wohl aber ist nach Lemma 4.3 der Raum

Y
B {Y e,
§=0 \/(903'7 SOJ)
ein C-Hilbertraum.

3. Als Konsequenz von Lemma 4.3 kann jede Funktion 1 € L?*(R) durch die
Hermite-Funktionen dargestellt werden:

n=0

le;ec, D lea]? < oo} (187)

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ¢,, n € Ny. Entwicklung (188) ist im Sinne
der Normkonvergenz in L?*(R) zu verstehen.
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5. Selbstadjungierte und Adjungierte Operatoren

In der Quantenmechanik begegnen wir oft Relationen vom Typ
AB — BA=al (189)

wobei A : U — U, B : U — U lineare Operatoren auf einem normierten C-
Vektorraum U sind, I die identische Abbildung auf U. Typische Beispiele hierfir
waren die Operatoren D, X in (58) und A := D+ X, S := —D + X in (62) mit
den Vertauschungsrelationen

DX -XD=1 AS—SA=2I (190)

auf dem in (57) eingefiihrten Vektorraum U, der mit dem Skalarprodukt von L*(R)
ausgestattet ist. Fine erste Aussage iiber Stetigkeit symmetrischer linearer Opera-
toren hat uns der Satz von Hellinger-Toeplitz geliefert (Theorem 2.7). Wir zeigen im
folgenden, dass eine Relation (189) mit « # 0 fiir zwei Abbildungen A, B : F — E
eines normierten Raums FE in sich nur erfiillt werden kann, wenn mindestens eine
der beiden Abbildungen unstetig ist.

Konsequenz des nachstehenden Theorems 5.2 wird also sein, dass die wichtigsten
quantenmechanischen Operatoren unstetig sind. Dies zieht einige neue Situatio-
nen nach sich, die wir im folgenden untersuchen werden.

Definition 5.1

Es sei E ein normierter Vektorraum tiber einem Koérper K. Falls fiir eine Abbildung
A: E — E eine Zahl v > 0 existiert, so dass Vu € E :  ||Au|| < 7||ul|, so nennen
wir den Ausdruck

Ax
||AH = Super\{O}HHxHH

Norm des Operators A. Insbesondere heiflen wir wiederum wie in Definition 2.6
den Operator A stetig und beschriankt, sofern Vu € E:  ||Au|| < v||ul], gilt. Die
Nacheinanderausfithrung zweier stetiger Operatoren A, B ist wiederum stetig, und
es gilt per Vereinbarung

Ve e E: (AB)z := A(Bx) (191)
Beachte, dass die Existenz einer Zahl v > 0 mit Eigenschaft Vu € E :  ||Aul| <

v||u|| die Existenz des Ausdrucks ||A|| nach sich zieht. Beachte fernerhin, dass fiir
zwei stetige Operatoren A: F — E, B: E — E die nachstehende Beziehung gilt:

1ABI[ < [[A[l | BI] (192)
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Theorem 5.2 Satz von Wintner
Esseien A: F — FE, B: E — E beschrankte Abbildungen eines normierten Raums
E iiber einem Korper K. Dann kann eine Beziehung vom Typ

Ve e B : ABz — BAz = ax (193)

mit einer reellen Zahl o nur gelten, sofern a = 0.

Beweis  (nach Wieland)
Aus der Beziehung AB — BA = al (I bezeiche Identitat auf E) mit beschrankten
Abbildungen A: F — FE, B : E — E folgt

A’B — BA® = A(AB — BA) + (AB — BA)A = 2aA (194)

A’B — BA® = A(A’B — BA?) + (AB — BA)A? = 3aA® (195)

und entsprechend mit Induktion
Vne€N: A"B-— BA" =naA"? (196)
Hieraus folgt
n lal [|A"Y] = [[A"TTAB — BAA™Y|

< [|A"TAB]| + [|BAA™ | < 2 [JA] ||BI] [|A™ ] (197)

Falls es ein m € N gibt, so dass A™ = 0 und A™~! # 0, so erhalten wir maA™ ! =
A™B — BA™ = 0, woraus a = 0 folgt.

Falls Vn € N: A" # 0, so folgt n|a| < 2 ||A]| ||B|| fiir alle n € N, was aber nur geht,
falls a = 0. Dies liefert insgesamt den Beweis flir Theorem 5.2.

Konsequenz

Wir miissen den Begriff der Symmetrie einer linearen Abbildung verfeinern, wenn
wir die fiir die Quantenmechanik relevanten linearen Operatoren in L?(R) néher
kennenlernen wollen. Insbesondere wird dies von grofler Wichtigkeit, wenn wir das
gesamte Punktspektrum o,(A) eines Hilbertraum-Operators A untersuchen oder
sogar bestimmen mochten.

Bemerkung 5.3

Der Begriff der “Unstetigkeit” eines linearen Operators A : U — E, der auf einem
Teilraum U des Hilbertraums £ erklart ist, kann nach Definition 5.1 folgendermaflen
interpretiert werden: Es existiert eine Folge von normierten Vektoren (ey)nen,, SO
dass die Folge (au)nen,, gegeben durch ay, := || Ae,|| unbeschrankt ist.
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Betrachten wir z. B. den Operator H : U — L*(R), H := —D? + X?, siehe (63),
wobei der Teilraum U von L?*(R) wie in (57) gegeben wird. Als Folge (e,,)nen, wihlen
wir die normierten Hermite-Funktionen. Es gilt dann o, := ||He,|| = (2n+1), wobei
n € Ny. Klarerweise ist die Folge (o, )nen, nicht beschrankt, weshalb H kein stetiger
Operator auf U sein kann.

Um systematisch mit der Unstetigkeit der quantenmechanischen Operatoren umzuge-
hen, geben wir die folgende wichtige

Definition 5.4

Es sei E ein C-Hilbertraum und U C FE ein dichter Teilraum in E. Weiterhin sei
A : D(A) = U — F ein linearer Operator auf U. Wir nennen U seinen Defini-
tionsbereich und bezeichnen ihn auch mit D(A). Wir heissen die Abbildung

A*: D(A") - E (198)
Adjungierte zu A, wobei der Untervektorraum D(A*) von E wie folgt definiert ist
ye D(AY) & Jze€ E Ve e D(A): (Azx,y) = (z,2) (199)

Die Wirkung von A* auf y € D(A*) wird vereinbart durch
Ay ==z (200)
Wir nennen die Adjungierte A* adjungierten Operator zu A, sofern D(A*) dicht

in F ist.

Beispiel 5.5

Gegeben sei der endliche komplexe Spann U aller normierten Hermite-Funktionen,
die wiederum mit e;, j € Ny bezeichnet werden:

UZ:{ZCj6j|Cj€C, nGNo} (201)
7=0
U ist Teilraum des Hilbertraums E := { >°° ¢, e, | ¢, € C, < len? < o0}

Wir definieren den linearen Operator L : D(L) = U — E, gegeben durch
n n 1
u:chejHLu::Zf'cjej c; €C, n € Ny (202)
=0 j=0 J-
Es sei jetzt y € E und wir stellen die Frage, ob es ein z € F gibt, so dass
Vee D(L): (Lz,y) = (x,z2) (203)

Offensichtlich gilt

(Lz,y) LZc]e], Z Ym€m) Z Z cjym mj (204)

jOmO
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Wir setzen
> 1

= —Ymm 205
: mzz:O m!”y ‘ 205
und erhalten
n ) 1 n o0 1
=0 m=0 "V j=0m=0 "

Verrechnen der Kronecker-0-Symbole in (204)(206) liefert, dass die Ausdriicke in
(204) und (206) gleich sind, konkret gilt

(L) = (x,2) = Z g (207)

Somit existiert sogar zu jedem y € E ein z der Bauart (205), mit dem (207) gilt.
D.h. die Adjungierte L* ist auf ganz E definiert, somit dicht in E definiert. L* ist
der adjungierte Operator zu L. Fiir jedes y = Y7, Ymem gilt

[oe) oo 1
L'y=2z < L* Z VYm€m = 2 = Z — Ym€m (208)
m=0 m=0 m'
und insbesondere ]
Vm € Ng : L*e,, = —e,, (209)
m!

Wir schieben das folgende Lemma ein, um die Wirkung der Leiteroperatoren A und
S aus dem dritten Kapitel auf die normierten Hermite-Funktionen zu studieren.

Lemma 5.6

Fiir die Wirkung der Leiteroperatoren A,S : U — U, siche (62), mit A = D + X

und S = —D + X, auf die normierten Hermite-Funktionen e,,n € Ny gilt:
Vn € Ny : Ae, = V2ne,_1 Se, =V2n+2 e, (210)
Beweis

Wir wissen bereits, dass die folgenden Beziehungen gelten
Vm,n € Ny : A, = 2np, 1 SYn = Oni1 (211)

Vm,n € Ny : (Agn, om) = (¢n, Som) (212)
Kombiniert man (211) und (212), so liefert dies

Vm, n € Ng: (zn@n—la Som) = ((pm Qom—l—l) (213)

Falls n = m + 1, so schreibt sich die letzte Gleichung als
VmeNo:  2(m+ 1)(Pm; om) = (Pm+1, Pmi1) (214)
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Somit erhalten wir - unter Verwendung der Norm ||on|| = 1/(¢m, pm) fur alle
m € Ny - die Beziehung

VmeNo:  |lemrll = vV2m + 2 [|oml| (215)
Hieraus folgt
S m m m
VmenN,: —Xmo_ Pmil_ ooy Pmil (216)
lemll [loml] |mt1ll

Dies ist gleichbedeutend mit

Vm € Ny : Sem =V2m+2eni (217)

Und analog geht auch der Beweis fiir die Beziehung
VYm € Ny : Ae,, = V2m e, (218)

Damit haben wir geniigend Werkzeuge zusammengelegt, um zu einem der wichtig-
sten Begriffe in der Eigenwerttheorie fiir Schrodinger-Gleichungen zu gelangen - der
Selbstadjungiertheit.

Definition 5.7 Selbstadjungierter Operator

Es sei L ein linearer Operator eines C-Hilbertraums F
L:D(L)CE—FE, (219)

wobei L auf einem Teilraum D(L) C E definiert sein soll, der dicht in F liegt. Es
sei weiterhin L* die Adjungierte von L. Der Operator L heisst selbstadjungiert,
sofern die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. D(L)= D(L"),
2. VxeD(L): Lx=1L"z

Beispiel 5.8
Wir betrachten jetzt den Operator H : D(H) — E = L?*(R), der gegeben wird durch

D(H):={p= Z Cnen € E | Z lcn|? 4n? < o0} (220)
peDH)— H Z Cn€n 1= Z 2nc, e, (221)
n=0 =

Es seien jetzt x = >0 cpe, € D(H) und y = 30°_ Ymem € E. Dann gilt
(Hz,y) Z cn2ney,, Z Ym€m) (222)
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Dieser Ausdruck ist gleich

oo o0

Z Z CnYm2n0mn (223)

n=0m=0
und existiert nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, da die Normen fiir Hz und y
nach Voraussetzung endlich sind. Die Frage stellt sich jetzt, wann fiir das gegebene
y ein z € F existiert, so dass fiir alle z € D(H) das folgende gilt:

(Hz,y) = (x, 2) (224)

Wir behaupten, dass mit z := > 7>, v 2me,, diese Beziehung erfiillt werden kann,
sofern

(z,2) = Y |ym[?4m® < 0 (225)
m=0
In der Tat gilt
(2,2) =D > o ¥m2mbpy, (226)
n=0m=0

und dies ist gleich dem Ausdruck in (223), wie man durch Auswerten der Kronecker-
d-Symbole sieht. y ist genau dann in D(H™*), sofern es also ein z € E von der Bauart
Z =Yy Ym2me,, gibt, so dass

Hy==z (227)
Konkret gilt
Hy=H* Z VYm€m = 2 = Z Ym2me,, = H Z VmEm (228)
m=0 m=0 m=0
D. h. aber
ye D(H") = yeD(H) (229)

Wir zeigen jetzt auch die Umkehrung: Wir beginnen damit, dass H symmetrisch
auf D(H) ist, d. h. es gilt

Ve,y€ D(H): (Hz,y)=(z,Hy) < (230)
(Z cn2ne,, Z Ym€m) = (Z Cnn, Z 2mYmem) (231)
n=0 m=0 n=0 m=0

Wahle jetzt y = > .07 Ymem fest und setze z := Hy, dann schreibt sich die letzte
Gleichung als
dzeE VYeeD(H): (Hux,y) = (z,2) (232)

d. h. aber y € D(H*) und wir haben gezeigt:
ye D(H) = ye D(H) (233)

Somit gilt insgesamt D(H) = D(H*), d.h. H ist ein selbstadjungierter Operator.
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Als direkte Konsequenz aus Definition 5.7 ergibt sich jetzt, dass wir das Lemma
2.8, das die Eigenwertsituation fiir symmetrische - und damit nach dem Satz von
Hellinger-Toeplitz, Theorem 2.7 - fiir beschrankte C-Hilbertraum-Endomorphismen
beschreibt, sofort auf die selbstadjungierten Operatoren iibertragen konnen:

Theorem 5.9

Es sei F ein C-Hilbertraum und L : D(L) C E — F sei ein selbstadjungierter
Operator. Falls L Eigenwerte besitzt, so sind diese reell. Falls L mindestens zwei
verschiedene Eigenwerte besitzt, so sind die zugehorigen Eigenvektoren paarweise
orthogonal.

Beweis

Es seien u, v Figenvektoren von L zu den Eigenwerten A bzw. pu:
Lu=\u Lv = v (234)

Dann gilt einerseits
(Lu,v) = (Au,v) = Mu,v) (235)

und andererseits wegen u,v € D(L) = D(L*) und wegen Vo € D(L) : Lx = L*z:
(Lu,v) = (u, L'v) = (u, Lv) = (u, pv) = @(u, v) (236)

Falls u = v und X\ = p, so folgt hieraus A = )\, weshalb ) reelle Zahl ist. Falls u # v
und A\ # u, so wissen wir nach dem soeben Bewiesenen bereits, dass A und pu rein
reelle Zahlen sind. Daher gilt insbesondere 77 = i, und Gleichung (236) schreibt sich
als

(Lu,v) = (u, L'v) = (u, Lv) = (u, uv) = p(u,v) (237)

Vergleich von (236) mit (237) ergibt nun, dass wegen A # p der Ausdruck (u, v) nur
die Null sein kann, was zu zeigen war.

Bemerkung 5.10

Insbesondere folgt damit, dass alle Eigenvektoren des Operators H aus (220)(221)
paarweise orthogonal sind: Wie wir schon wissen, sind dies gerade die Hermite-
Funktionen. Weiterhin hat H nur rein reelle Eigenwerte. Auch dies deckt sich mit
unseren Beobachtungen aus dem dritten bzw. dem vierten Kapitel.

Wir halten fest: Insgesamt tritt an die Stelle des symmetrischen Operators im Falle
beschrankter Operatoren das Konzept des selbstadjungierten Operators im Falle
unbeschrankter Operatoren. Wir werden im folgenden Kapitel auf die Spektral-
methoden fiir selbstadjungierte Operatoren noch naher eingehen. Aufgrund der
Unbeschranktheit der wichtigsten Operatoren in der Quantenmechanik miissen wir
uns mit dem Konzept der Selbstadjungiertheit noch tiefer vertraut machen.
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Grofle Vorsicht

ist beim Umgang mit selbstadjungierten Operatoren geboten! Insbesondere muss bei
der Einfithrung eines selbstadjungierten Operators sehr genau auf die Definitions-
bereiche eines Operators L bzw. seiner Adjungierten L* geachtet werden. Einfache
Argumente, wie Symmetrierelationen auf einer Orthonormalbasis reichen im allge-
meinen weder, um die eventuelle Existenz von Eigenwerten zu L zu beweisen, noch
um Symmetrieeigenschaften fir L bzw. L* zu gewahrleisten!

Wir wollen kurz illustrieren, zu welchen merkwiirdigen Situation es bei Operatoren
kommen kann, die zwar symmetrisch hinsichtlich einer Basis sind, deren Adjungierte
aber weder symmetrisch noch selbstadjungiert sein muss.

Illustration 5.11

Es seien e,,, n € Ny wiederum die Hermite-Funktionen, U wie in (57) und E := L*(R).
Der lineare Operator L werde festgelegt durch

L:D(L)=U—U

Vne€Ny: e, Le, = nexp(n!)en_ﬁ—Ten—l—(n—l— 1) exp((n+1)enr1 (238)
n

+1
Dann gilt offensichtlich

Vm,n € Ng: (Lem,en) = (em, Ley) (239)

und L ist symmetrisch auf D(L). Beachte jedoch, dass o,(L) = { } gilt! D. h. L
hat keine Eigenwerte. Fiir den adjungierten Operator gilt

Vn €Ny: Le, = Le, (240)

und sogar
VYm,n €Ng: (Lem,en) = (em, L7ey) (241)

Man kann jedoch zeigen, dass trotz all dieser Beobachtungen o,(L*) = C und dass
auch nicht mehr alle Eigenvektoren von L* paarweise orthogonal sind. Damit ist
L* kein selbstadjungierter Operator aber auch kein symmetrischer Operator auf
seinem Definitionsbereich D(L*). Beachte, dass dies kein Widerspruch zur formalen
Symmetrierelation (241) auf der Basis {e, | n € No} ist. Aus einer formalen Sym-
metrierelation (241) kann also im allgemeinen weder auf Selbstadjungiertheit noch
auf Symmetrie des betrachteten Operators geschlossen werden.

Nachdem wir den auflerordentlich wichtigen Begriff des selbstadjungierten Operators
eingefithrt haben, werden wir uns im folgenden der Struktur des Hilbertraums selbst
zuwenden, in dem die Operatoren der Quantenmechanik wirken.
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6. Die Hilbertraum-Struktur der Quantenmechanik

Wir beginnen mit einer weiterem Beispiel zur Adjungiertenbildung, das fiir uns im
folgenden sehr niitzlich sein wird.

Beispiel 6.1

Wir definieren die folgende Teilmenge von L?(R), wobei die e,,n € Ny wiederum die
normierten Hermite-Funktionen bedeuten:

Q={Y=> cpen| Y |ca|*n < o0} (242)
n=0 n=0
Weiterhin definieren wir den Operator a durch
a:D(a) :=Q — L*R) (243)
[e.e] 1 oo o0
a) = a Z Cpn€y = —= Z crAe,, = Z Cn\/Nepn_1 (244)
n=0 Vﬂzn:O n=0
Dann gilt insbesondere
Vm,n € Ng: (aem,e,) = (em,a’ey) (245)

und wir erhalten hieraus fiir die Wirkung von a* auf die normierten Hermite-
Funktionen

1
a‘e, =vn+1e,.1 =—=Se, 246
"= (246)
Wir wollen als erstes zeigen, dass
y € D(a) = y € D(a") (247)

Es sei y = 30 Ymem € D(a). Offensichtlich gilt fiir alle ¢ € D(a) = 2

o 1 o
a*h = a* Z Cnen = ﬁ Z eV 41 e,qq (248)
n=0

n=0

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass a*i) = a*>.°° c,e, wieder in L*(R)
liegt, denn es gilt
YolelPn+1) =Y nleal + > [l (249)
n=0 n=0 n=0
Der erste Summand auf der rechten Seite existiert, da 1) nach Voraussetzung in 2
ist. Der zweite Summand auf der rechten Seite existiert, da ¢» auch in L?*(R) ist.
D.h. wir haben y € D(a) = y € D(a*) gezeigt.
Wir zeigen im folgenden, dass in diesem Beispiel in der Tat D(a) = D(a*) gilt.
Sicherlich gilt nach unseren obigen Ausfithrungen D(a*) # { }, denn die normierten
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Hermite-Funktionen liegen ja bereits in D(a*). Es sei also y = >0° ymen, € D(a*).
Dann existiert ein 2 € E = L*(R), so dass

Ve € D(a):  (ax,y) = (z,2) (250)

Wahlen wir jetzt = >°°° , c,e, beliebig, aber fest, so erbringt die letzte Gleichung

(a Z Cn€n, Z Vmem) = (Z Cn€n, Z) (251)
n=0 m=0 n=0

Wir zeigen, dass diese Beziehung durch
2= > YmSenm (252)
m=0

erfiillt werden kann, wobei als Forderung z €  gelten muss. Setzt man z aus (252)
n (251) ein, so erhdlt man

(a Z CnCn; Z /ymem) - (Z CnCn, Z Vmsem) (253)
n=0 m=0 n=0 m=0

Dies kann geschrieben werden als
(2:0 Co/Nen 1, Z Ym€m) = Z Cn€n, Z YV A+ Lepm 1) (254)
Fiihrt man die beiden Skalarprodukte aus, so bedeutet dies
io i e Pt = if; eI F Ty (255)
Verrechnen der Kronecker-J-Symbole macht (255) zu
i CnV/ Y1 = icn\/ﬁ%_l (256)

was offensichtlich eine richtige Aussage ist. Fassen wir diese Rechnungen zusammen,
so erkennen wir:

Y =Y o Ym€m ist genau dann in D(a*), sofern der Ausdruck z = >0°_ vnSe,, in
L3(R) ist. In diesem Fall gilt

a‘y = a* Z_O VmCm = Z_ N (257)

z € L*(R) bedeutet hierbei, dass 30°_ |vm|*(m + 1) < oco. Dies ist wegen y =
S0 o YmEm € L*(R) dquivalent zu der Forderung

Z |7m|2m < o0 (258)

m=0
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Wir stellen abschliefend die Frage, ob fir dieses y = >0 Vmem auch der Ausdruck
ay erklart ist und in L*(R) liegt. Offensichtlich liegt y wegen (258) in Q C L?(R)
und damit in D(a) = Q C L*(R). D. h. wir haben insgesamt gezeigt, dass

y € D(a*) = y € Dl(a) (259)

Mit der in (247) fortfolgend bis (249) bewiesenen Umkehrrichtung zu (259) gilt
schliellich
D(a) = D(a") = €, (260)

was wir behauptet hatten.

Offensichtlich sind die Operatoren a und a* - bis auf Normierung - eng mit den Op-
eratoren A und S aus dem dritten Kapitel verwandt. Konkret gilt fiir die Wirkung
auf die normierten Hermite-Funktionen

Vn € Ny : Ae, = V2 ae, = V2n e, 1 (261)
Vn € Ny : Se, = V2 a*e, =/2n + 2 €ni1 (262)

Der wichtigste Unterschied ist aber derjenige der Definitionsbereiche: Der Defi-
nitionsbereich fir A bzw. flir S war lediglich der endliche komplexe Spann aller

Hermite-Funktionen, wahrend der Definitionsbereich fiir ¢ und a* weit grofer ist,
siehe (242) und (260).

Wir fassen abschlieBend die Relationen zwischen den Operatoren a,a* und den
normierten Hermite-Funktionen noch einmal zusammen:
VYn €Ny: ae, =+ne, a*e, =vn+1e,q (263)
VYneNy: (aa” —a*a)e, =e, (264)
und entsprechend gilt auf der Menge
A= {y € L*(R) | ey € D(a*), a*y € D(a)} (265)
die Oszillator-Vertauschungsrelation
aa* —a*a =1 (266)
im Sinne von Vi) € A : aa*p — a*ayh) = ).
Im Falle endlichdimensionaler symmetrischer quadratischer Matrizen ist bekannt,
dass zwei Matrizen A, B € R™" mit jeweils paarweise verschiedenen Eigenwerten

genau dann die Beziehung
AB—-BA=0 (267)

erfiillen, wenn sie auch gemeinsame Eigenvektoren haben. Wir geben im folgenden
ein dhnliches Resultat in L*(R).
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Definition 6.2

Es sei A : D(A) C L?(R) — L?*(R) linearer Operator auf seinem Definitionsbereich
D(A). Wir bezeichnen mit

K(A):={T:D(A) C L*R) — L*(R) | T = A— M\, \ € a,(A)}
K(A)={} & o(4)={}
Eig(A) := {v € D(A) | 3T € K(A) : Tv=0}

Lemma 6.3

Es seien A, B lineare Operatoren auf ihren Definitionsbereichen in L?(R) mit
Vi€ C:={ve L*R)| Av € D(B), Bve D(A)}: (AB—BA =0 (268)

Falls K(A), K(B) # { } und Eig(A) C C sowie Eig(B) C C und alle Elemente T" aus
K(A), K(B) einen eindimensionalen Kern N(T') besitzen, so gilt Fig(A) = Eig(B).
Hierbei verstehen wir unter dem Kern eines linearen Operators T : D(T') C L*(R) —
L?(R) den C-Vektorraum N(T') := {u € L*(R) | Tu = 0}.

Beweis

Wir nehmen an, es sei v € Eig(A). d. h. es gebe ein A € C, so dass
Av = v (269)
Dann gilt wegen v € C' auch
BAv = \ABv & ABv = \Bv (270)

Die Tatsache, dass die Elemente von K (A) alle eindimensionalen Kern haben sollen,
bedeutet jetzt folgendes: Mit der urspriinglichen Gleichung Av = v folgt aus der
Gleichung

(A= X)Bv=0 (271)

die Existenz einer Zahl p € C, so dass
Bv = pw (272)

Dies bedeutet aber gerade, dass v auch Eigenvektor von B ist. Der gleiche Beweis
kann gefiihrt werden, wenn man anstelle von B mit dem Operator A beginnt. D.h.
unter den getroffenen Voraussetzungen gilt

Eig(4) = Eig(B),

was zU zeigen war.
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Beispiel 6.4
Wir betrachten die Operatoren H; := a*a und H, := aa*, wobei a und a* wie zu
Beginn dieses Kapitels definiert sein sollen. Im Detail soll gelten

D(Hy) :={¢ € D(a) | ay € D(a) = D(a")} (273)

und D(H,) analog. Nach unseren bisherigen Ausfithrungen wissen wir, dass o,(H;) =
No und o,(H2) = N. Dementsprechend ist

K(Hy) ={T, = H, —nl | n € Ny} (274)

und K (H,) analog. Entsprechend wird auch die Menge C' wie in Lemma 6.3 kon-
struiert. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz, Theorem 4.4, folgt, dass die
Elemente von K7 und K5 eindimensionalen Kern haben. Damit sind die Vorausset-
zung von Lemma 6.3 erfiillt und es gilt

Eig(H:) = Eig(H),

und in der Tat, die Hermite-Funktionen sind die gemeinsamen - und einzigen -
Eigenvektoren von H; und H,. Beachte jedoch, dass das Punktspektrum von H;
grofer als das von Hy ist!

Wir zitieren im folgenden ohne Beweis drei wichtige Satze aus der Funktionalana-
lysis, siehe z. B. [He|, die fiir das Versténdnis des abstrakten Hilbertraums wichtig
sind.

Theorem 6.5 Isomorphiesatz separabler Hilbertraume

Es sei F ein unendlichdimensionaler C-Hilbertraum mit Skalarprodukt (%, *)g. Falls
es eine hochstens abzahlbare Menge gibt, die dicht in F liegt, so existiert eine
bijektive lineare Abbildung J : E — [2, so dass

Vu,v € B (u,v) = (Jul|Jv) (275)
wobei (x|x) das Standardskalarprodukt in I? bedeutet.

Bemerkung

Wir nennen einen unendlichdimensionalen C-Hilbertraum separabel, falls eine hoch-
stens abzahlbare Menge existiert, die dicht in ihm liegt. Das Theorem besagt, dass
jeder separable unendlichdimensionale C-Hilbertraum normisomorph zu [? ist.
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Dieses Theorem bedeutet fiir die Quantenmechanik letztlich, dass das Studium der
Schrodinger-Gleichung sowohl in L?(R) durchgefiihrt werden kann, das ist die so-
genannte Schrodinger-Wellenmechanik, als auch in /2, das ist die sogenannte
Heisenberg-Matrizenmechanik.

Wir betrachten zur Illustration
E:={> cien| D |eu]? <00, ¢, €C}, (276)
n=0 n=0

wobei die e,,n € Ny die normierten Hermite-Funktionen bedeuten. FE ist ein un-
endlichdimensionaler separabler C-Hilbertraum und es existiert nach Theorem 6.5
eine bijektive lineare Abbildung J : E — [2, so dass

Vm,n € Ng: (en,en) = (Jeu|Jem) (277)

Beachten wir, dass bereits die Menge aller endlicher Linearkombinationen aus F
nach Theorem 4.2 dicht in L?(R) liegt, so verdeutlicht dieses Beispiel den engen
Zusammenhang zwischen L?*(R) und /2. Man fiihre sich hierbei noch einmal vor
Augen, dass alle Funktionen ¢ € L?(R), die bereits auf allen endlichen Linearkom-
binationen der e,, orthogonal sind, gleich 0 sein miissen.

Definition 6.6

Eine Linearform auf einem C-Hilbertraum E ist eine C-lineare Abbildung f : E —
C. Wir nennen f stetig und beschrénkt, sofern sup,c g (o} % < Q.

Der folgende Satz zeigt einen tiefen Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und

Linearformen in einem Hilbertraum auf und ist die mathematische Grundlage fiir
die Dirac-Bra-Ket-Notation.

Theorem 6.7 Darstellungssatz von Fréchet-Riesz

Es sei E ein C-Hilbertraum mit Skalarprodukt (*,#)g. Dann wird fiir jedes feste
Element z von E durch f(x) := (z,2)g fur alle x € E eine stetige Linearform auf
E definiert. Umgekehrt gibt es zu jeder stetigen Linearform f auf E genau einen
Vektor z € F, so dass f(x) = (z, 2)g fiir alle 2 € E gilt.

Wir nennen den C-Vektorraum E’ der stetigen Linearformen auf £ den Dualraum
oder das Dual zu E. Es seien f,g € E’. Dann existieren eindeutige Elemente
zr, 24 € E, die f, g durch die Vorschriften f(z) := (z,27)p, g(z) := (z,24)p erzeu-
gen. Durch (f, 9)p = (2¢, 2z4) g kOnnen wir auf E’ ein Skalarprodukt definieren und
erhalten die nachstehende beachtliche Aussage:
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Theorem 6.8 Dualitatssatz

Jeder C-Hilbertraum FE' ist normisomorph zu seinem Dual E’. D. h. E’ ist wiederum
ein C-Hilbertraum.

Betrachten wir jetzt noch einmal die Situation der abgeschlossenen komplexen Spanns
E aller normierten Hermite-Funktionen, definiert wie in (276). Es ist also gleich, ob
man die Elemente von £ der Bauart ¢ = > c,e, studiert oder die zugehorigen
Linearformen f = > c,(en, *).

Dies gibt die Moglichkeit in die Hand, das Skalarprodukt auf einem Hilbertraum
auch noch vollig anders zu verstehen: Es ist nicht nur eine Paarung zweier Elemente
aus F, sondern auch die Wirkung einer Linearform f:

(z,9)E = f2(y) (278)

Betrachten wir z.B. den Raum [?, so bedeutet dies: Die
bilineare Paarung (z|y)
zweier Elemente .,y € [2 kann auch interpretiert werden als
Wirkung einer Linearform (z|+) auf den Vektor y

Der Tatsache, dass auch hier wiederum Element und Linearform zwei Seiten ein
und derselben Medaille sind, tragt man im Hilbertraum [? auch dadurch Rechnung,
dass man verschiedene Schreibweisen wihlt. Man bezeichnet die Elemente aus [
von jetzt an mit |y) und die Element seines Dualraums mit (z|. Die Wirkung der
Linearform (x| auf das Element |y) des Hilbertraums /? ist gerade nach Fréchet-Riesz
das Skalarprodukt von |z) mit |y).

Die so gewahlte Notation heisst auch
Dirac-Bra-Ket-Notation “Bra” (ul “Ket” |v)

Wir fithren diese Notationen im darstellungstheoretischen Teil der Vorlesung noch
intensiver ein.

Mit diesen Ausfiihrungen verlassen wir die eindimensionale Schrédinger-Theorie und
arbeiten jetzt an den mathematischen Grundlagen der dreidimensionalen Theorie.
Wie bereits im eindimensionalen Fall, wird hierbei speziellen Funktionen und zu
einander paarweise orthogonalen Polynomen eine besondere Rolle zukommen. Diese
Sorte spezieller Funktionen soll im nachsten Kapitel vorrangig behandelt werden.
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7. Orthogonale Polynome und Faltungsstrukturen

Orthogonale Funktionensysteme spielen in der dreidimensionalen Schrodinger-Theorie
eine besondere Rolle, wobei insbesondere den orthogonalen Polynomen eine Schliissel-
stellung zukommt. Um dies zu illustrieren, betrachten wir die Schrodinger-Gleichung
fiir den dreidimensionalen harmonischen Oszillator: Gesucht sind reelle Zahlen E €
R - eben die Energien - und zugehéorige Funktionen o € C?(R3) N L?(R3), so dass die
nachstehende Gleichung gilt

82 62 82
(—@ “ o 92 + 22+ y? + 22 Y(w,y, 2) = BY(z,y, 2) (279)

fiir alle (z,y, z) € R®. Mit den Abkiirzungen
0’ 2 0’ 2 ? 2
H(z) = 9z T H(y) := —a—gﬂ—i—y H(z) =—-=5+=% (280)
schreibt sich dies als
(H(z) + H(y) + H(2)) ¥(z,y,2) = E ¥(2,y, 2) (281)

Verwenden wir wiederum die (normierten) Hermite-Funktionen e,,n € Ny wie in
den vergangenen Kapiteln, so erkennen wir, dass z. B. die Funktion f : R? — R mit
f(z,y,2) == eo(x)eg(y)eo(2z) eine Losung der Gleichung (279) zur Zahl £ = 3 liefert:

(H(z)+ H(y) + H(2)) f (2,9, 2) =
(H (x)eo)(x)eo(y)eo(z) + eo()(H (y)eo) (y)eo(2) + €o(x)eo(y) (H (2)eo)(2) =

eo(w)eo(y)eo(z) + eo(w)eo(y)en(z) + eo(w)eo(y)eo(z) = 3f (2, y, 2) (282)

Diese Beobachtung lasst sich verallgemeinern und wir erhalten, indem wir die soeben
durchgefiihrte Rechnung analog tibertragen, das folgende Resultat:

Lemma 7.1

Es seien 4, j, k € Ny und die Funktionen 1), : R> — R seien gegeben durch (x,y, 2) —
Yije(x,y, 2) = e;i(x)e;(y)ex(z), wobei die e,,, n € Ny die normierten Hermite-Funktio-
nen bedeuten. Dann gilt

(& — 25— L+ 2+ 7+ 22) Vel 9, 2) =
(20 +2j + 2k + 3) Yyiji(x,y, 2) (283)

Wir gelangen damit zu der folgenden
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Beobachtung 7.2

Zu vorgegebenen Zahlen E € R kann es durchaus mehrere Losungen der Gleichung
(279) in C*(R?) N L*(R3) geben, wie man sofort an den folgenden Beispielen erkennt:

E=5 = 10, Y010, %oo1 sind Losungen von (279)

E=7 = 0, Y020, Yoo2, Y110, Y101, Yo  sind Losungen von (279)

Man sagt auch, es kommt zu einer Degeneration der Eigenwerte. Verantwortlich
dafiir ist letztlich der symmetrische Aufbau der Differentialgleichung (279) hin-
sichtlich der drei Variablen (z,y, z). Diese Erscheinungsform von Symmetrien wird
uns im Laufe der Vorlesung noch 6fter begegnen.

Die Hermite-Polynome bzw. Hermite-Funktionen sind ein wichtiges Beispiel fiir
Orthogonale Funktionensysteme. Wir werden im folgenden noch zwei wei-
tere orthogonale Funktionensysteme kennenlernen, die Laguerre- und die Legendre-
Funktionen. Kurz zusammengefasst hier ihre Anwendungsfelder in der Quanten-
mechanik:

e Hermite-Funktionen Harmonische Oszillatoren
e Laguerre-Funktionen Wasserstoff-Atom
e Legendre-Funktionen Drehimpulse und Spin

Definition 7.3

Die Hermite-Differentialgleichung wird gegeben durch
H'(z) —2xH'(z) +2n H(x) =0 neNy, z€R (284)
Die Laguerre-Differentialgleichung wird gegeben durch
el"(z)+ (1—2)l'(x)+nLz)=0 neENy, z€ER (285)
Die Legendre-Differentialgleichung wird gegeben durch
(1—2®)P"(x) —2zP'(z) +n(n+1)P(x) =0 neEN, xE€R (286)

Lemma 7.4

Zu festem Wert n € Ny existieren bis auf einen konstanten Vorfaktor genau drei
Polynome H, L, P vom Grade n mit reellwertigen Koeffizienten, die die drei Glei-
chungen (284)(285)(286) erfiillen.
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Beweis

Wir betrachten z. B. die Laguerre-Differentialgleichung. Das Beweisschema bei den
beiden anderen ist das gleiche. Wir zeigen zunachst zu einem fest vorgegebenen
A € R, dass die Differentialgleichung

zy"(x) + (1 —2)y'(z) + A y(x) =0 r €R (287)

eine Potenzreihenlosung y(z) = 332, c;27 besitzt. Einsetzen dieses Ansatzes in
(287) erbringt als Koeffizientenvergleich

VieNg: (5+ 1% =(— N (288)

Mit Standardargumenten aus der Analysis kann man hieraus folgern, dass es zu
vorgegebenem A bis auf einen konstanten Vorfaktor auch nur die eine, durch (288)
festgelegte Potenzreihenlosung gibt. Falls jetzt A = n € Ny, so folgt aus (288), dass
die bis auf Vorfaktor eindeutige Potenzreihenlésung ein Polynom vom Grade A ist
(fir j = X wird ¢j41 = 0 und damit auch 0 = ¢j45 = ¢j43 = ...). Die so gefundene,
bis auf einen Vorfaktor eindeutige Losung ist genau die polynomiale Losung L vom
Grade n, wie im Lemma behauptet. Durch die Wahl von ¢y kann stets erreicht
werden, dass es sich bei L um ein Polynom vom Grade n mit reellen Koeffizienten
handelt. Dies war zu zeigen.

Theorem 7.5

Es seien H,, L,, P, die nach der Aussage von Lemma 7.4 konstruierten Losungen
der Hermite-, Laguerre- bzw. Legendre-Differentialgleichung mit fester Zahl n € Nj.
Die Funktionen H,,, L,,, P, werden bis auf einen konstanten Vorfaktor gegeben durch

n!

Hila)= 3 (D) g (2 (289)
n n! —z)F
Lnfw) = ,; Kl(n— k) ( k!) (200)
1 n! 2n —2k)! .,
Falw) = 5o 0<§<n(_1)km(n k) ((n pYST ' (291)

und erfiillen die nachstehenden Rekursionsvorschriften (n generell in Ny):
Hy1(z) —22H,(x) + 2nH,_1(z) =0 Ho(z) =1, H(x)=2x (292)

Lny1(2)—(2n+1—2)L,(2) +n*L, 1 (x) =0 Lo(z) =1, Li(x)=1—x (293)
2n +1
n+1

Poii(z) — zP,(x) + P, 1(z)=0 Pyz)=1, P(z)=z (294)

n+1
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Beweis

Die Formeln (289)(290)(291) erhdlt man durch Auswerten der Rekursionsgleichun-
gen fiir die Entwicklungskoeffizienten, wie im Beweis zu Lemma 7.4 dargelegt.

Die Rekursionsgleichungen (292)(293)(294) sind letzten Endes eine Konsequenz der
Additionstheoreme zwischen den Binomialkoeffizienten der Bauart #Lk),, wobei
n € Ng und k& < n. Sie konnen durch direktes Nachrechnen an den Formeln
(289)(290)(291) verifiziert werden. Man berechnet etwa H,; und H,_; mit Hilfe
von (289) und vergleicht die Binomialkoeffizienten miteinander: Man sieht, dass
die beiden Polynome H, i(z) und H,_1(z) geeignet so linear kombiniert werden
konnen, dass das Ergebnis ein Vielfaches von xH, (x) ist. Die Argumentation bei
den anderen beiden Polynomsorten geht analog.

Definition 7.6

Die geméB (292) (293) (294) eindeutig festgelegten Losungen H,,, L,, P,,n € Ny
der Hermite-, Laguerre- bzw. Legendre-Differentialgleichung heissen entsprechend
Hermite-Polynome H,, Laguerre-Polynome L,, Legendre-Polynome F,.

Das in Theorem 7.5 gegebene Resultat ist bereits beachtlich, doch konnen wir sogar
noch mehr herleiten, namlich Orthogonalitatsrelationen fiir die Polynome vom
Typ Hn7 Lna Pnyn € Np.

Theorem 7.7

Es seien (Hp)mengs (Lm)mengs (Pm)men, die Folgen der polynomialen Losungen
H,, L,, P, der Differentialgleichungen (284)(285)(286) zu jeweils vorgegebenem fes-
ten Wert n. Dann gelten die folgenden Orthogonalitédtsrelationen

m,nENy, m#n = /OO Hyo(2) Ho(x)e" da = 0 (295)
m,n € Ng, m#n = /OO Ly (x)Ly(z)e dz =0 (296)
0
1
m,n € Ng, m#n = / P, (z)P,(x)dx =0 (297)
-1

Beweis

Die Orthogonalitatseigenschaft der Hermite-Polynome haben wir bereits behandelt,
so dass wir gleich zu den Laguerre-Polynomen kommen.

Wir beginnen zunachst mit den Laguerre-Differentialgleichungen fiir zwei verschiede-
nen Werte m,n € Ny, also

zL! (x)+ (1 —2)L) (x) + m L,,(z) =0 (298)
el (z)+ (1 —2)L, (x) +n L,(x) =0 (299)

Wir multiplizieren beide Gleichungen mit L, (z) bzw. L,,(x) und subtrahieren sie
voneinander. Das erbringt
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(L () Ly (2) = Lo (2) Ly (7)) + (1 = @) (Lo () Ly, (2) = Lin () L, () =

(n —m) Ly ()L, () (300)
Dies kann auch geschrieben werden als
(ve ™ (L,L,, — L,,L')) () = (n —m)e "L, (x) L, () (301)

Man bestétigt, dass (301) tatséchlich gleichbedeutend zu (300) ist, da die Expo-
nentialfunktion hierbei gekiirzt werden kann (wird niemals 0). Wir fithren jetzt das
Integral von 0 bis oo an (301) aus. In diesem Fall gilt

(n—m) /OOO e Ly (x)Ly(z)de = ze™ (L, (z) L), (x) — Ly (z) L, (2))|° =0 (302)

Hierbei war wichtig, zu beachten, dass die Funktionen L,,, m € Ny Polynome sind,
und es somit aufgrund des Faktors e™* keine Probleme beim Grenziibergang der
oberen Integralgrenze nach oo gibt.

Somit gilt fiilr m # n die im Theorem aufgestellte Orthogonalitatsaussage fiir die
Funktionen L,,, m € Ny.

Das Beweisverfahren fiir die Orthogonalitat der Funktionen P,,, m € Ny ist dhnlich.
Man startet fiir m,n € Ny mit den beiden Gleichungen

(1 —2®)P)(x) — 2zP, (x) + m(m + 1) P, (z) =0 (303)

(1 —2*)P)(x) — 2zP.(z) + n(n + 1) P,(x) =0 (304)

Fiihrt man analoge Schritte wie im Falle der Funktionen L,,,, m € Ny durch, so erhélt
man schliellich die Beziehung

(1= 2?)(PuPly — PuPL)) (&) = (n(n+ 1) = m(m + 1)) Pu(0)Pa(z)  (305)
Integration und Auswertung an den Grenzen erbringt
0= (1—2?)(Pu(z) P, (x) — P(2) Py (2))|Ly =
(n(n +1) ~m(m + 1)) [ 11 ()P (2)da (306)

Dies liefert fiir m # n die behauptete Orthogonalititsrelation fiir die Funktionen
Pm; m € Ny.

Ein ahnliches Vorgehen hatten wir im Falle der Hermite-Polynome bereits am Ende

des vierten Kapitels in Theorem 3.13 vorgestellt.

Damit ist der Beweis fur Theorem 7.7 erbracht.
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Lemma 7.8

Es gilt fiir alle n € Ny:

0 < fin, := /_OO Hy(z)Hy(z)e " dz < 0o (307)
0< A\, = /Doo L,(x)L,(z)e *dr < oo (308)
0<y,:= /_11 P,(x)P,(x)dx < c© (309)

Beweis

Wir zeigen zunachst die Endlichkeit aller Zahlen p,,, Ay, v, n € Ny. Die Endlichkeit
der Zahlen v,,n € Ny folgt sofort aus der Tatsache, dass die Funktionen P,P,
stetige Funktionen auf dem kompakten Trager [—1, 1] sind und somit ihr Maximum
annehmen, welches als Abschitzung fiir die Integrale (309) genommen werden kann.

Wir zeigen die Endlichkeit der Zahlen pu,,,n € Ny, indem wir zuerst die sogenannten
Momente v,,n € Ny der Funktion e~ ausrechnen:

Y = / e dx n € Ny (310)

—00

Mit Hilfe partieller Integration erkennen wir fiir alle n € Ny:

o0 2 o0 1 2
Yn :/ e " dr = —/ —— " (—2z)e " dx (311)

— 00 —oon+1

Dies ist aber gleichbedeutend mit ~,, = %H%H fiir alle n € Ny. Da o = [ e dx

o
existiert und v, = [0, ze~ " dz = 0, sind somit alle Zahlen Yn,n € Ng endlich. Da
die Funktionen H, H, Polynome vom Grade 2n sind, sind sie Linearkombinationen
der ersten 2n+1 Funktionen 27, j = 0, .., 2n. Aus der Existenz der Zahlen ~,,,n € Ny
folgt somit auch die Existenz und somit die Endlichkeit der Zahlen pu,,n € Ny. Der
entsprechende Beweis fiir die Zahlen \,,,n € Ny geht analog.

Die Tatsache, dass keine der Zahlen i, \,, v, gleich 0 sein kann, folgt aus der
Skalarprodukteigenschaft der Integrale in (307) (308) (309) und aus ihren stets von
der Nullfunktion verschiedenen Integranden.

Bemerkung 7.9

Das den Laguerre-Polynomen zugeordnete Skalarprodukt vom Aussehen (f,g) =
J3 et f(t)g(t)dt ist formal mit der Laplace-Transformation verwandt, der wir uns
fiir den Rest dieses Kapitels noch zuwenden wollen. Threrseits steht die Laplace-
Transformation in engem Bezug zu Konvolutionsstrukturen, d.h. Faltungen, und
weist gewisse Ahnlichkeiten zur Fourier-Transformation (vergleiche viertes Kapitel)

auf.
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Definition 7.10

Es sei 7 : Rj — R. Es sei weiterhin
O:={sec| |/ e~ (t)dt| < oo} (312)
0

Die Funktiony : Q — C, z — y(z) := [5° e~ *'z(t)dt heisst Laplace-Transformierte
von y. Wir schreiben auch y = Lx.

Bemerkung 7.11

Um zu sagen, dass eine Funktion f(s) Laplace-Transformierte einer Funktion g(z)
ist, d.h.

fs) = [T e tgtyar, (313)
schreibt man auch abkiirzend
g(t) o—e f(s)
Um einige Beispiele fiir Laplace-Transformierte zu geben, hier eine kleine Liste:

sin(t) o—e

1+s2
n n!
" o—e
nX oo _ml
t"e o L (s—A)ntT

Wir wenden uns jetzt dem Begriff der Faltung zu.

Definition 7.12
Es seien f, g : Rj — R. Wir definieren die Faltung f * g von f mit g durch

frgi B =B, L (Frg)(0)i= [ Faglt - 2)da (314)

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen Faltung und den Laplace-
Transformierten. Um ihn zu formulieren, bendtigen wir die Definition der expo-
nentiell beschrankten Funktion.

Definition 7.13

Es sei f: Ry — R und es gelte

1. YbeRrRt: [Pf(t))2dt < oo

2. FJa,M,y>0: e f(t)] <M fiirallet > a > 0.

Dann heisst f exponentiell beschréankt.
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Hiermit gelangen wir zur Aussage des Faltungssatzes:

Theorem 7.14 Faltungssatz

Es seien f : Rf — R und g : Rf — R exponentiell beschrinkt. Weiterhin sei
mindestens eine dieser Funktionen stiickweise stetig. Unter diesen Voraussetzungen
gilt

L(f+g) = Lf Ly, (315)

wobei das Produkt auf der rechten Seite punktweise zu verstehen ist.

Zum Beweis dieses Theorems verweisen wir z.B. auf [MW], Kapitel iiber Laplace-
Transformation.

Beispiel 7.15

Wir illustrieren kurz die Wirkungsweise des Faltungssatzes an den beiden Funktio-
nen f: Ry — R, t+— f(t):=1und g: R} — R, ¢ g(t) := " mit einer festen Zahl
n € Ny.

Fiir f und g werden die Laplace-Transformierten gegeben durch

(Lf)(s) := / T et (316)

0

(Lg)(s) := /OOO the St dt (317)

Hieraus erkennt man sofort (Lf)(s) = £ und nach mehrmaliger partieller Integration
(Lg)(s) = 3.
Das punktweise Produkt liefert damit

n!

(LF)(s)(Lg)(s) = —i5 (318)

Die bisherigen Schritte sind in Einklang mit der kleinen Tabelle in Bemerkung 7.11.

Berechnen wir jetzt umgekehrt die Faltung der beiden Funktionen f, g, so erhalten
wir

(F0)s) = [ gl —n)de = [ = a)'de= ™1 (319)

n+1
Entsprechend finden wir - wie bei der Funktion ¢"

o0 1
L = [Tt 320
(Frg)s) = [Tty (320)
und dies ist gleich
(n+1)! n!
L = = 21
(F*0)(8) = Sy 1) = o2 (321)

Dies stimmt gerade mit (318) iiberein.

ol



8. Die Methode des Separationsansatzes

Separationsansitze sind eine sehr geschatzte Methode, um wichtige Probleme der
Mathematischen Physik und der Theorie partieller Differentialgleichungen in den
Griff zu bekommen. Diese Methoden sind nicht nur auf die Quantenmechanik
beschrankt, wo sie natiirlicherweise eine grofle Rolle spielen, sondern haben all-
gemein mit Symmetrien von Differentialoperatoren zu tun. Ein erstes Beispiel fiir
Separationsansatze haben wir bereits durch die Zeitabspaltung bei der Schrodinger-
Gleichung in Lemma 1.2 kennengelernt.

Den Separationsansétzen liegen zum Teil tiefgehende Verbindungen zwischen Ana-
lysis und linearer Algebra zugrunde, die hierzu verwendete Theorie ist entsprechend
ausgedehnt. Wir wollen stellvertretend fiir das interessante Phanomen der Vari-
ablenseparation zwei Anwendungsbeispiele herausgreifen, wobei das erste Beispiel
aus dem Bereich der Mathematischen Modellierung stammt - das zweite Beispiel
wird das Wasserstoff-Atom in der Quantenmechanik sein. In beiden Féllen kommt
den zugrundelegenden Eigenwertproblemen eine charakteristische Bedeutung zu.

Beispiel 8.1 Modellierung eines homogenen vibrierenden Strahls

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung
U + TP U =0 0 < 2 <1 t>0 (322)
mit den Anfangsbedingungen
u(0,t) = u,(0,¢) =0 u(l,t) = up(l,t) =0 t>0 (323)

Hierbei bedeuten z. B. ug,., die vierte partielle Ableitung der Funktion u nach
dem Ort, u; die erste Ableitung der Funktion w nach der Zeit. r # 0 ist eine reelle
Konstante, f : (0,1) — R eine stetige Funktion, [ ist eine positive Konstante. Wir
sprechen bei den Gleichungen (432) (323) im folgenden von den Modellgleichun-
gen. Gesucht sind Losungen u : [0,1] X Rf — R.

Lemma 8.2 Separationsansatz fiir die Modellgleichungen
Die Modellgleichungen (432) (323) werden durch den Ansatz
u(z,t) = X(x) T(t) (324)

auf die gewohnliche Differentialgleichung
T'(t)+a®* T(t)=0 t>0, AER (325)
und das Randwertproblem
Nowao®) = AX(2) =0 X(0)=X'(0)=0 X()=X.()=0  (326)

reduziert.
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Beweis

Einsetzen des Ansatzes
u(z,t) = X(x)T(t) (327)

in die partielle Differentialgleichung (322) liefert die Gleichung
X ()T (t) + 0* Xppaa(2)T(t) = 0 (328)

Fir X (z) # 0 und T'(t) # 0 erbringt dies
Xagoa(x) _ Tu(t)

X)) a7 (329)
Vereinbaren wir die Funktionen
f:(0,0) >R, z+ f(z):= X;?;(f) (330)
g:RY =R, trg(t):= —;;E;z) (331)
so erhalten wir
Ve e (0,1), Vi>0: f(z)=g(t) (332)
und damit
d d
() = ()0 =0, (333)
d.h.
Ve e (0,1), Vt>0: f(z)=g(t)=A (334)

Die Gleichungen Vx € (0,1) : f(x) = A und V¢t > 0 : g(t) = X kénnen demnach
geschrieben werden als

Xowza(®) = AX (2) Ty(t) + Aa®T(t) = 0 (335)

Die Randbedingungen in Lemma 8.2 folgen entsprechend.

Theorem 8.3
Alle Funktionen (u,),en des Typs

up(z,t) = X ()T (t) n €N (336)
sind Losungen der Modellgleichungen, wobei

cosh p,l — cos py,l

X, (x) = cosh p,x — cos p,z — (sinh g,z — sin p,x) (337)

sinh pu,,l — sin 1

T, (t) = a, cos(rpt) + B, sin(rpit) (338)
mit a,,, B, € R. u,,n € N sind die positiven Losungen der Gleichung

tan p,l = tanh p,l. (339)
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Beweis

Wir zeigen zunéachst, dass die Zahlen A nur positiv sein konnen, wenn wir eine
nichttriviale Losung der Modellgleichungen haben wollen.

Aus der Gleichung
KXozze = AX (340)

folgt nach Multiplikation mit X und zweimaliger partieller Integration
A !
/ | X oo () 2dz = A / X (2)[2da (341)
0 0
Hieraus folgt, dass nichttriviale Losungen X nur A > 0 gestatten. Wir setzen jetzt
A=put, u>0 (342)

Als allgemeiner Ansatz fir X (z) dient mit a,b,¢,d € R:

X(x) = acosh(uz) + bsinh(pz) + ccos(ux) + dsin(uz) (343)
Wir schlieflen
X0)=X'(0)=0 = c¢=-a, d=-b (344)
und danach
X)) =X"(l)=0 = tan(ul) = tanh(ul) (345)

Graphisch z. B. erkennt man schon relativ einfach, dass es nur eine Folge von
Losungen (p,)nen geben kann, aber eben nicht kontinuierlich viele Losungen p.
Damit werden die Zahlen A, festgelegt durch

A=t nEN (346)

Der zeitabhéngige Teil T,,(t) folgt jetzt mit Hilfe der Losung der Gleichung (325),
indem man die Zahlen \,,n € N entsprechend einsetzt.

Bemerkung 8.4

Die Modellierung des homogenen vibrierenden Strahls zeigt, dass der Einbau von
Randbedingungen zu einer diskreten Eigenwertstruktur in den Gleichungen

Xovee = AX Ty = —\a’T (347)

fiihrt. Gleichzeitig haben wir auch sehr deutlich vor Augen, wie der Separationsansatz
wirkt: Es ist zu erkennen, dass die urspriingliche partielle Differentialgleichung in
zwei Teile verschiedener Variablen zerfallt, die einander gleich sein miissen. Das
geht nur, wenn beide konstant sind. Wir erkennen hieran eine der wichtigsten Strate-
gien bei Separationsansitzen: Man mochte eine partielle Differentialgleichung durch
gewoOhnliche Differentialgleichungen ersetzen, die leichter handzuhaben sind.
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Es sei noch einmal betont, dass die Randbedingungen eine der wichtigsten Ur-
sachen diskreter Eigenwertstrukturen bei partiellen Differentialoperatoren sind. Be-
zogen auf die Quantenmechanik bedeutet das, dass ihr Wahrscheinlichkeitscharak-
ter, modelliert durch die Verwendung von L2-Raumen, eine der Erklarungen fiir
die Diskretisierung d.h. die “Quantisierung” der involvierten physikalischen Grofien
liefert. Damit wenden wir uns wieder einem rein quantenmechanischen Beispiel
zu, dem Wasserstoff-Atom, an dem wir jetzt die Methode des Separationsansatzes
studieren wollen.

Definition 8.5

Essei V' : R\ {0} — R. Der Hamiltonoperator des Potentials V' in Kugelkoordinaten
(r, 9, ) ist der Differentialoperator

2 29 QU

H = —ﬁ—;E+T+V(7’) (348)
mit Definitionsbereich
D(H) = C*R\ {0} x [0,7) x [0,27)) (349)
und Winkeloperator
1 0 0 1 02

QU ) = _(simﬁ‘% Smﬁ% T o 198T02) (350)

Lemma 8.6
Esseiv:R\ {0} - R,S:[0,7) x [0,27) — R, so dass ¢ € D(H) mit
p(r, 0, ) == v(r)S(0, ) (351)
Ein hinreichendes Kriterium an die Existenz einer Zahl A € R mit
Hu(r)S(9, ¢) = M(r)S(¥, ¢) (352)
liegt, vor, falls es eine Zahl p € R gibt, so dass
QM p)S = ps (353)

Beweis

Dies ist eine direkte Konsequenz der Definition 8.5 des Hamiltonoperators und des
Separationsansatzes (351).

Es stellt sich die Frage, welche Funktionen S(¥, ) eine Gleichung des Typs (353)
erfiillen konnen. Kandidaten hierzu sind die Kugelflachenfunktionen. Wir skizzieren
ohne Beweis kurz eine Eigenschaft von ihnen in folgendem
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Lemma 8.7

Die Funktionen
Sim : [0,7) x [0,27) — R,

gegeben durch '
Sim (¥, @) = P"(cos))e"™?
wobei [ € Ng,m = —[,—1+1,...,0,...,[, [ + 1 und

P = S0 ans L

erfiillen die Gleichung

QW, 9)Sin (0, ) = 1L + 1) Sy (9, )
Fiir ein v € C?(R") wird die Gleichung

Ho(r)Sim(0, ) = Av(r)Sim(9, ¢)
immer erfiillt, falls die Funktion v € C*(R™), gegeben durch
u(r) :==ro(r)

der nachstehenden Gleichung geniigt:
l(1+1)

r2

—u"(r) +

u(r) + V(r)u(r) = Au(r)

Theorem 8.8 Existenz von Wasserstoff-Energieeigenwerten

Es seien u,v € C?(RT) zwei Funktionen, die die Beziehung
u(r) = v(r)rle”
erfiillen, wobei u der nachstehenden Gleichung geniigt (¢ € R\ {0}):

I(141)

2

u(r) + gu(r) + Au(r) =0

r

u'(r) —

r

Mit den Vereinbarungen A = —? € R und x = 27r gilt die Gleichung
" (r) + 20+ 2 =29 (r) + (¢ — 2yl + ))v(r) =0 <

" (z) + (21 + 2 — z)v'(x) + (2i —l—1v(z)=0
Y
v : RT — R ist ein Polynom genau dann, wenn
q —¢
——l—-1€eNy & dneNg: A=—"""T"—=
2y ° e AT i1
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9. Selbstadjungiertheit bei tridiagonalen Operatoren

In der folgenden Definition fassen wir eine Situation zusammen, die uns in der Quan-
tenmechanik des ofteren begegnet.

Definition 9.1

Es sei F ein C-Hilbertraum und (e, )nen, eine Folge paarweise orthonormaler Vek-
toren in E. S sei der endliche Spann aller Elemente dieser Folge und der lineare
Operator A : D(A) € E — E mit der Eigenschaft S C D(A) C E werde gegeben
durch die Dreiterm-Beziehung

Ae = apep—1 + Brer + Yrlri ag, B, € C (366)

wobei k € Ng,ap = 0. Dann heisst A tridiagonaler Operator auf D(A). Die
Doppelfolge (m;)i jen,, gegeben durch

mij = (ei,Aej) Z,j € N() (367)

heisst tridiagonale Matrixdarstellung des Operators A beziiglich der Orthogo-
nalfolge (€,)neng-

Von besonderem Interesse fiir die Quantenmechanik sind die symmetrischen und
selbstadjungierten Operatoren, da die ihnen zugrundeliegenden Spektralsatze die
komplette quantenmechanische Information tiber das zu betrachtende System mathe-
matisch modellieren. Ausserdem sind diese Begriffe zentral beim Studium von ap-
proximationstheoretischen Methoden zur Losung der Schrédinger-Gleichung, wie es
in vielen realistischen Szenarien der Fall ist.

Nachdem wir im zweiten bzw. flinften Kapitel dieser Vorlesung den Begriff des
symmetrischen bzw. selbstadjungierten Operators eingefithrt haben, wollen wir in
diesem Kapitel vor allem Kriterien fiir Selbstadjungiertheit im Falle von tridiago-
nalen Operatoren kennenlernen. Um diese Aussagen systematisch zu erarbeiten,
beginnen wir zunachst mit der Charakterisierung der Selbstadjungiertheit eines Ope-
rators A durch die Reellitdt des Ausdrucks (Azx, z), wobei z alle Elemente des Defi-
nitionsbereichs von A durchlduft. Dies ist Gegenstand von

Theorem 9.2

Es sei A: D(A) C E — FE ein linearer Operator auf seinem Definitionsbereich in
einem C-Hilbertraum FE. A ist selbstadjungiert genau dann, wenn fiir alle x € D(A)
die Beziehung (Az,z) = (z, Az) = (v, A*x) € R gilt.
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Beweis

Es sei A selbstadjungierter Operator. Dann gilt fiir alle z,y € D(A) = D(A*) :
(Az,y) = (v, A"y) = (, Ay) (368)

Insbesondere erhalten wir hieraus

(Az,z) = (x,A%x) = (x, Ax) = (Az, x) (369)

was die Reellitét des Ausdrucks (Az, x) zeigt.
Es sei jetzt umgekehrt fiir jedes x € D(A) der Ausdruck (Ax,x) reell. D.h.

(Az,z) = (z, A%z) = (z, Ax) (370)
Wir erhalten dann folgende Implikationen:
r € D(A) = (Az,z) = (v, Az) = (¢, A*z) = (A*z,x) = x € D(A"),

d.h. D(A) € D(A*). Wir wollen jetzt umgekehrt unter der Voraussetzung Vz €
D(A) : (Az,z) € R auch zeigen, dass D(A*) C D(A). Wir nehmen zunéchst an, es
gebe ein u € D(A*), so dass

(A*u,u) # (u, A*u)

Dann erhalten wir den Widerspruch

Jue D(A*):  (A*u,u) # (u, A*u) < (u, Au) # (Au,u)
Hieraus folgt ndmlich einerseits u € D(A), aber andererseits wissen wir auch, dass

Vee D(A):  (z,Az) = (Azx, z)
d.h. es muss insgesamt gelten
Ve € D(A*): (A'z,z) = (z, A*z)

Dies ist gleichbedeutend zu

Ve e D(A*): (A'z,z) = (2, A*zr) & (Ax,x) = (z, Ax)

d. h. es gilt mit © € D(A*) schlielich auch x € D(A), daher D(A*) € D(A) und
somit insgesamt D(A) = D(A*).

Es ist jetzt zu zeigen, dass fiir alle z,y € D(A) folgendes gilt:
(Az,y) = (z, A"y) = (z, Ay) (371)

Unter der Voraussetzung der Reellitdt von (Az, z) fiir alle z € D(A) gelten fiir alle
z,y € D(A) die Beziehungen

(A(z+y),z+y) = (z+y, A(x+y)) (A(x+iy), z+iy) = (x+iy, A(x+iy)) (372)
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Berechnen wir die Skalarprodukte und verwenden die Beziehungen (Azx, z) = (z, Az)
und (Ay,y) = (y, Ay), so gewinnen wir

(Ay7 [E)+(A[E, y) = (y7 AZL‘) + (‘Ta Ay) (Aya CL’) - (AZL’, y) = (y7 AZL’) - (ZL‘, Ay) (373)

Subtrahieren wir diese Beziehungen voneinander, so erhalten wir fiir alle z,y € D(A)
das Ergebnis
(Az,y) = (z, A*y) = (x, Ay), (374)

d.h. A ist ein selbstadjungierter Operator.

Obwohl dieses Kriterium auf den ersten Blick sehr handlich aussieht, so ist doch die
Selbstadjungiertheit im Detail in vielen Fallen nicht einfach zu verifizieren. Bei den
tridiagonalen Operatoren jedoch gibt es explizite Kriterien zur Selbstadjungiertheit,
die an den Elementen des zugeordneten tridiagonalen Matrixschemas abgelesen wer-
den konnen. Diese Kriterien herzuleiten, wird eines der Ziele dieses Kapitels sein.
Das soeben bewiesene Theorem 9.2 wird hierbei sehr hilfreich sein.

Wir fahren fort mit einem Begriff, der wesentlich schwécher als der der Symmetrie
oder sogar der der Selbstadjungiertheit eines linearen Operators ist.

Definition 9.3

Essei A: D(A) C E — E mit S C D(A) tridiagonaler linearer Operator auf seinem
Definitionsbereich. A heisst formal symmetrisch, sofern

Vm,n € Ng: (Aem,en) = (em, Aey) (375)

Es gilt das folgende

Lemma 9.4

Es sei A : D(A) C F — E tridiagonaler linearer Operator mit S C D(A). Falls
A symmetrisch ist, so ist A formal symmetrisch, jedoch gilt die Umkehrung dieser
Aussage im allgemeinen nicht. Ist A tridiagonaler formal symmetrischer linearer
Operator mit S C D(A), so gilt fiir die Indices in der Darstellung (366) die Bezichung
Yk = Qgr1, k € Ng, d. h. insgesamt

Aep = agep_1 + Orer + Qpri1€rat k € Ny (376)

Der Beweis des Lemmas ist relativ einfach und kann weggelassen werden, fiir das
Gegenbeispiel siehe im fiinften Kapitel die Illustration 5.11 dieser Vorlesung.

Wir benutzen das Ergebnis von Lemma 9.4, um mit dem folgenden Theorem ein
wichtiges Normierungsverfahren fiir orthogonale Polynome herzuleiten.
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Theorem 9.5

Es seien (ap)neny, (Cn)nen, Folgen positiver reeller Zahlen, (by,),en, eine Folge reeller
Zahlen, d.h. es gelte insbesondere “* > 0 fiir alle n € Ny. Weiterhin seien die
Funktionen p,, : R — R gegeben durch "die rekursive Vorschrift

2P (T) = apPrs1(x) + bppp(x) + cppn_1(2) Tz €R (377)

mit Anfangsbedingungen po(z) = 1,p_1(xz) := 0. Es sei f : R — R eine positive
Funktion mit den Eigenschaften

[ af@dr <o [ pu(@)pa(@)f@)de =0 (378)
fiir alle paarweise verschiedenen m,n € Ny. Mit den rekursiv definierten Zahlen

Cn+1

Up41 = Vn n € Ny Vg € RT (379)

n

erfiillen die Polynome P, : R — R, gegeben durch

P,(x):= Pu() n € Ny r €R (380)

Vn

die Normierungsbeziehung

|7 PP () = L™ po(@)po(x)dz (381)

— 0 Vg J—o0

Beweis

Fiir die im Theorem definierten Polynome P, folgt aus der Rekursionsgleichung fiir
pp folgende Beziehung

2 P () = apnvpy1 Poy1(x) + by Po(2) + Vp_16, Po—1 (), (382)

die gleichbedeutend ist zu

Vn—1Cn

2Py (x) = P (2) + v Po() +

n V?’L

Poi(z) (383)

Vereinbaren wir auf dem komplexen endlichen Spann P aller Polynome P,,n € Ny
die Multiplikationsabbildung X durch

(Xp)(z) :=ap(z) peP zER, (384)
statten wir fernerhin P mit Hilfe von
(u,v)p := /Oo uw(z)v(x) f(x)de u,v € P (385)

durch ein Skalarprodukt aus, so erhalten wir insbesondere

(X Py, P)p = (Pn, XPo)p (386)
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X kann daher als formal symmetrischer linearer Operator auf D(X) C E aufgefasst
werden, wobei E = S der Abschluss des komplexen Spanns S aller Vektoren e,,,n €
Ny ist, die aus der Normierung der orthogonalen Polynome p,,n € Ny hervorgehen.
Insbesondere gilt S € D(X) C E. Damit kénnen wir auf X die Situation von
Lemma 9.4 anwenden und erhalten

ApVp, Vp—1Cp
Opi1 = Qpy = + o = (387)
Up Up
wobei n € Ny. Vergleich dieser Ausdriicke liefert somit die Beziehung
Vpy1Qp _ UnCn+1 (388)
Up Vn+1
oder gleichbedeutend zu
Upp1 = Un (| e N (389)
Qnp,
Dies war gerade die Behauptung.
Theorem 9.6 Carleman-Kriterien der Selbstadjungiertheit

Es sei A: D(A) C E — E formal symmetrischer tridiagonaler Operator mit S C
D(A). Die Wirkung des Operators auf die Elemente der Orthogonalbasis (ex)ken,
werde gegeben durch

Aep = bp_1€p_1 + arex + bpepiq k € Ny (390)

mit ap € R,k € Ny und b, > 0,k € Ng und b_; := 0. Weiterhin seien die Polynome
P : C — C, k € Ny rekursiv gegeben durch die Beziehung

ZPk<Z) = bk-Pk-Jrl(Z) + CLkPk<Z) + bkflpkfl(Z) k € Ny (391)
mit Anfangsbedindungen P_(z) := 0,z € C und Fy(z) = 1,z € C. Dann gelten

folgende Kriterien:

1.  Divergiert die Reihe 3-3°, | P.(c)|? fiir alle nichtreellen o € C, so ist der Opera-
tor A* selbstadjungiert.

2. Konvergiert die Reihe 332 | Py(c)|? fiir ein nichtreelles o € C, so ist A nicht
selbstadjungiert.

3. Divergiert die Zahlenfolge
I 1
;=Y o (392)
n=1 """

fiir j — 00, so ist A* ein selbstadjungierter Operator.
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Beweis

Wir zeigen zunachst den zweiten Teil, namlich dass fiir nichtreelles o € C aus der
Konvergenz der Reihe

§°: Pu(a)? (303)

folgt, dass der Operator A nicht selbstadjungiert ist. Aus der Konvergenz dieser
Reihe im Falle oo = ¢ folgt zunéachst, dass ein Element

existiert, fiir das gilt:

(x,2) < 00 (x,ex) = Pi(7) (395)
Aus der Wirkung von A auf die Basisvektoren ey,

Aep = by_1ep_1 + arep + brepiq (396)

folgt somit
(Aek, .CL’) = bk_l(ek_l, 1‘) + ak(ek, .73) + bk(ekH, {E) (397)

Mit Hilfe der zweiten Beziehung in (395) erbringt dies

(Aek, iL’) = bkflpkfl(i) -+ akPk(z) + bk-PkJrl (Z) (398)

was wegen der Gleichung (391) dquivalent ist zu

(Aey, ) = —iPo(0) (399)

Wegen (eg, x) = Py(i) liefert dies
(Aex, x) = (e, ix) (400)

Somit gilt fiir jedes Element y des endlichen komplexen Spanns der Elemente e,,,
dass
(Ay,z) = (y,1z) & (y, A"z +iz) =0 (401)
woraus folgt:
A*x =iz (402)

Dies bedeutet aber, dass A nicht selbstadjungiert sein kann. Dieser Beweis lasst sich
fiir jedes nichtreelle o € C genauso hinschreiben. Wir haben damit gezeigt, dass die
Reihe (393), falls sie fiir ein nichtreelles o € C konvergiert, nach sich zieht, dass A
nicht selbstadjungiert ist. Damit ist Teil 3 des Theorems bewiesen.
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Um den ersten Teil des Theorems zu verifizieren, zeigen wir als nachstes, dass die
Konvergenz der Reihe 372 | Py.(7)|? nicht vertriglich ist mit der Erfiillung der Glei-
chung A*z =iz fiir ein © € D(A*),z # 0.

Wir nehmen an, es gelte A*x = iz fir ein z # 0 € D(A*). Nach Voraussetzung ist
z. B. der k-te Einheitsvektor e; in D(A). Es gilt also

(Aex, ) = (e, Ax) = (ey, ix) = —ixy, (403)

wobel xj, dem k-ten Entwicklungskoeffizienten in @ = 3272 x;e; entspricht. Somit
gilt auch
(x, Aeg) = ixy, (404)

Schreiben wir die Wirkung von A auf e; aus, so erbringt dies
(,bg_1€p-1 + arex + bpepy1) = i (405)
Berechnung des Skalarprodukts auf der linken Seite liefert damit
be—1Tk—1 + apTr + bpxpr1 = ixg (406)
Aus dieser Gleichung folgt mit Hilfe von (391) die Identitét
xp = Pp(i)xo (407)
mit zg # 0. Wegen (z,z) = 302 |zx]* < oo folgt damit auch
(x,z) = |x0|2§30 |P(i)|* < o0 (408)
D.h. die Existenz eines Elementes z € D(A*) mit A*z = iz und die Konvergenz der
Reihe 322, | Py (4)|? konnen nicht gleichzeitig realisiert werden.
Wir haben damit folgendes gezeigt
Jr e D(A*): Az =iz = Y22,|P()* <
Dies ist gleichbedeutend zu
S lP(i))? =00 = Vxe D(A*): (A*x,z) #i

Genauso wie fiir ¢ hatten wir wiederum den Beweis fiir jedes nichtreelle a € C fithren
konnen, so dass fiir dieses a das folgende gilt:

Sl P(@))?P =00 = Vo€ DAY : (A'r,z) #
Hieraus folgt die nachstehende Kette von Implikationen:
Vae C\R: Y2, |P(a))P=00 =
Ve e D(A*) : {(A*z,2)} NC\R={} & Vre DA : (A*z,x) ER
Nach Theorem 9.2 bedeutet dies aber schliellich die Implikation
Va e C\R: Y2,|P(a))) =00 = A* selbstadjungiert

Dies war zu zeigen. Damit ist Teil 1 des Theorems bewiesen.
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Wir zeigen jetzt den dritten Teil des Theorems.

Aus der Beziehung (391) erhalten wir fiir jedes nichtreelle o € C den Ausdruck

b Lot @A) = Pn (@Bl _ 1 2 4,

pk(Oé)Pk,l(Oé) — pk(Oé)Pkfl(Oé)

a—Q a—aoa

Summation iiber k£ von k& = 0 bis k = n liefert jetzt

nf Pe(a) P = by 22 Enor(@) = Paf@) P (o)

a—«

Wegen Py(a) = 1, kdnnen wir die letzte Gleichung wie folgt abschétzen

P.(a)P,_1(c) — Py(a)Pp_q()

oa—a

1 S bn—l

Auswertung des Ausdrucks auf der rechten Seite erbringt

J(Pu(@) Bu-s(a))

1Sbn—l —
o —

Hierbei bedeute J die Imaginéarteilbildung.

Die vorhergehende Beziehung konnen wir wiederum abschatzen durch

A7 P [Paala)]

bn—l -

Eine letzte Abschétzung liefert

oa—«a
< |Pu(@) + [P ()]
2bn—1

(409)

(410)

(411)

(412)

(413)

(414)

Summieren wir auf beiden Seiten der Ungleichung tiber n, so erkennen wir folgendes:

Divergiert die Zahlenfolge >2°° , -1 so divergiert auch fiir jedes nichtreelle o € C die

n=1p,

Zahlenfolge
> | Pa(e)f?
n=0

(415)

Nach dem ersten Teil des Theorems folgt damit aber die Selbstadjungiertheit von

A*, so dass wir insgesamt folgendes gezeigt haben:
00 1

neop. =00 = A" selbstadjungiert

Dies erbringt den Beweis fiir den dritten Teil des Theorems.
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10. Einige gewohnliche Differentialgleichungen

Im letzten Kapitel haben wir den Begriff der Selbstadjungiertheit bei tridiagonalen
Operatoren kennengelernt. In der Tat konnen solchen Operatoren in vielen Féllen
als Darstellungen bestimmter partieller Differentialgleichungen betrachtet werden, z.
B. als Darstellungen der stationaren Schrodinger-Gleichung mit einem bestimmten
Potential.

Dieses Kapitel soll lediglich der Wiederholung verschiedener Darstellungen von Losun-
gen zu gewohnlichen Differentialgleichungen maximal zweiter Ordnung dienen und

verfolgt somit die Vertiefung einer allgemeinen Methode, die fiir die Analysis his-

torisch eine grofie Bedeutung hat. Auch im Rahmen der Sturm-Liouville-Theorie fiir

supersymmetrische Schrodinger-Operatoren spielen ahnliche Losungsdarstellungen

eine Rolle, so dass ein intensives Studium dieser Strukturen auch fiir die Quanten-

mechanik selbst von besonderer Wichtigkeit ist.

Lemma 10.1

Es seien f,g stetige Funktionen auf einem Intervall [a,b] C R. Weiterhin sei a €
(a,b). Die Differentialgleichung

y'(z) + flx)y(z) = g(z) x € (a,b) (416)
wird durch die folgende Funktion y : (a,b) — R, = — y(z) gelost:
y(z) = e F@ /x g(t)ef D, (417)

Fz) = / "t (418)

Lemma 10.2

Gegeben sei die Differentialgleichung
y'(@) + p@)y' (=) + q(x)y(z) =0 =€ (a,b) CR (419)

mit stetigen Funktionen p,q : (a,b) — R. Es sei die zweimal differenzierbare Funk-
tion w : (a,b) — R bereits eine Losung der Differentialgleichung (419) und w habe
keine Nullstellen. Die Funktion v : (a,b) — R, gegeben durch
x efp(t)
() = u(z) /a wp t es@ (420)
liefert dann eine zweite nichtverschwindende, von wu linear unabhangige Losung der
Gleichung (419), wobei

P(z) = /wp(t)dt a € (a,b) (421)

a
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Beweis

Der Beweis von Lemma 10.1 geschieht durch direktes Nachrechnen. Wir fithren im
Fall von Lemma 10.2 die einzelnen Schritte jetzt explizit vor:

Wir definieren die Funktion

F:(a,b) =R, x+ F(z):= /a 1) dt (422)

fiir einen festen Wert o € (a, b), wobei die Funktion P wie in der Aufgabenstellung
gegeben wird durch

P:(a,b) =R, x+— P(z) ::/ p(t)dt (423)

«

Demnach gilt v(z) = u(x)F(x) und wir erhalten

/ ) Fa) + 424
Beachte hierbei, dass u nullstellenfreie Funktion ist. Hieraus folgt
e—P(a}) - ( ) P(I)u LU) P(I)U/I(I)
V' (z) = u"(x)F(z) + u'(x) 20) + (1) (425)
und somit (2)e~P
" — " F _ p x)e 42
() =) ) - P (426)
Dies liefert
V(z) + p(z)o'(z) = (' (2) + pla)u'(x)) F(z) (427)

und daher
v"(x) + p(x)v'(x) + g(z)v(z) = (u"(2) + p(z)u'(2)) F(2) + q(v)u(z) F(z) = (428)
(u"(x) + p(2)v(z) + q(x)u(z))F(r) =0 (429)

also auch
V(@) + p(2)v'(z) + q(z)v(z) = 0, (430)
d.h. die Funktion v liefert eine zweite Losung der Differentialgleichung (419).

Falls es eine Zahl A\ € R gibt, so dass v = Au, so gilt wegen der Nullstellenfreiheit
von u auch

x u x e~ P)
RV N T I o

Dies ist ein Widerspruch, denn es wiirde dann e=7®) = 0 fiir alle 2 € (a, b) folgen.
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Lemma 10.3
Gegeben sei die Differentialgleichung
y'(2) +p(@)y (2) + q(z)y(z) = f(x) v €(a,b) CR (432)

mit stetigen Funktionen p, q, f : (a,b) — R. Es seien u,v : (a,b) — R zwei Losungen
der Gleichung (432) im Fall f = 0. Falls die Funktion

w: (a,b) = R, z— w(x):=ulx)(x) —u(r)v(z) (433)

nullstellenfrei in (a, b) ist, so ist fiir ein beliebiges stetiges ¢ : (a,b) — R die Funktion
y: (a,b) — R, gegeben durch

y(z) == —u(x) /j W dt + v(z) /ax lL(ZZ(i])(t) dt (434)

eine Losung der Gleichung
y'(@) +p()y (2) + q()y(x) = g(x) =€ (a,b) CR (435)

Beweis

Nach den Voraussetzung der Aufgabenstellung setzen wir

y(x) == —u(z)V(z) + v(z)U(x) (436)
mit
U(z) == /a ' “(;>(i§t)dt V(r) = /a ' U(;)égt)dt (437)

Damit erreichen wir

Y (@) = —u @)V (@) — u(@) 29D L @) + @) W9 o g

)V (z) + ' (2)U(x) (439)

y'(x) = —u"(2)V(z) — u’(x)M +0"(2)U(x) + v’(x)M (440)

w(z) = u(z)v'(z) — ' (x)v(z) (441)

y'(x) = —u"(x)V(x) +

w(z) +0"(0)U(x) < (442)

y'(x) = —u"(@)V(x) + g(x) + " (2)U(2), (443)

und somit
y'(x) +py'(z) = — (" (x) + p(x)u'(2))V(2) + g(z) + ("(z) + p(z)v(2))U(z) (444)
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Addieren wir hierzu
q¢(x)y(r) = —q(@)u(x)V () + q(x)v(2)U(z), (445)
so erhalten wir insgesamt wegen
u’(z) + pla)u'(z) + q(z)u(z) = v"(z) + p(x)v'(z) + g(z)v(x) = 0 (446)

die Differentialgleichung

y" (@) + pla)y (z) + q(@)y(z) = g(x), (447)
d.h. der in der Aufgabenstellung gegebene Ansatz
__ v u(t) g(t) v u(t) g(t)
y(x) = —u(x)/a ult) dt + v(a:)/a o) dt (448)

erbringt tatséachlich eine Losung der Gleichung

y'(@) + p@)y'(z) + q(x)y(r) = g(x)  z€(a,b) CR (449)
Beispiel 10.4

Gegeben sei als Anwendungsbeispiel fiir Lemma 10.2 die homogene Differentialglei-

chung
2z
y"(z) — 1- 2 y'(x) + 11— .2

Eine erste Losung der Differentialgleichung

y(x) =0 z € (0,1) (450)

Y@ - @) @) =0 e (01) (151)

kann sofort gesichtet werden: y(z) = x liefert y”(z) = 0 und damit ist klar, dass
y(x) = x eine Losung von (450) ist. Im Sinne des in Lemma 10.2 vorgestellten
allgemeinen Verfahrens erhalten wir fiir die Funktion P:

; s 9t
P :/ _ 459
W= [0 a= [ (452)

wobei a € (0,1). Das jetzt zu berechnende Integral

P(t)

X e_
Flz) = / C 453
@ = (153)
wird zu
z e—ln(l—t2)+ln(1—a2)

F(z) = /a E dt (454)

Dies kann man schreiben als

T dt 1 1

F(e)=(1-a? |

«

2(1-1) (1-af) /am(t? i) (455)



Auswerten des Integrals fithrt zu

Fla)=(1-0?) (— + 5Ol (456)

Dies kann zunéchst geschrieben werden als

Flz) = (1 - a?) (;mii _ ;)+c, (457)

wobei die Konstante ¢ gegeben wird durch

c:=—(1-a? (11n1+a —l) (458)

2 1—-a «

Nach dem Konstruktionsprinzip fiir eine zweite nichtverschwindende Losung erhal-
ten wir jetzt eine solche Losung durch

o(z) = u(z) Fz) = (1 - o) (;xln 1 ti

1t (459)

und die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung (432) (f = 0) durch
y(x) = ¢ u(x) 4+ o v(x) c1,C0 ER (460)

Einsetzen von u(x) = x und des Ausdrucks (459) fiir v(z) in (460) erbringt damit,
dass die allgemeine Losung y fiir (450) geschrieben werden kann als

1 1+x
y(xr) = a1 x+ ay (§xln

1 ag, o €R (461)

Beispiel 10.5
Wir betrachten auf dem Intervall ( %, %) die Differentialgleichung

(@) + Ly (@) ~ —y(r) =0 (162)

Eine Losung der Differentialgleichung wird offensichtlich gegeben durch u : (%, %) —
R, = +— u(x) := z*. Wir erhalten damit nach der Wahl « := 1 die Funktion P durch

x 1
P(z) = / St (463)
1
und somit erhalten wir fiir die Funktion F*:
T e Int
F(z) = / dt (464)
1 4

) SR, e w(z) =5

N[

Dies liefert eine von u linear unabhéngige Losung w : (
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Im folgenden Teil dieses Kapitels beschéftigen wir uns vornehmlich mit Auflosungs-
methoden nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen.

Theorem 10.6 Bernoulli-Gleichung

Es seien p,q : J = (a,b) — R mit a < b stetige Funktionen und es sei A € R\ {0, 1}.
Gegeben sei die nichtlineare Bernoullische Differentialgleichung

y'(x) = pla)y(z) + q(z)(y(x))* veJ (465)
Es seien F': J — Rund u: J — R fir x € J gegeben durch
F(z):= /x()\ — 1) p(t)dt u(z) == e '@ /x(l — ) q(t)efDdt (466)

zu einem fest vorgegebenen v € J. Falls u eine positive Funktion auf J ist, d.h. falls
Vee J: wu(x) >0, (467)

dann ist die Funktion
y:J >R  z—yx):= (u(az:))ﬁ (468)

eine Losung der Bernoullischen Differentialgleichung (465).

Beweis

Falls eine positive Losung y : J — R existiert, fiir die die Bernoulli-Gleichung

Y () = p(a)y(z) + qlz)(y(x))* ved (469)
gilt, so kénnen wir die Gleichung mit (y(x))~* multiplizieren und erhalten
y'(@)(y(a)) ™ = px)y(x)' ™~ + g(2) ved (470)
Vereinbaren wir die Funktion u : J — R durch
u(@) = (y(z))' ™, (471)
so ist die letzte Gleichung aquivalent zu
1
- )\u'(:z) = p(x)u(x) + q(x) reJ & (472)
u'(z) + (A= D)p(x)u(z) = (1 — N)g(x) reJ (473)

Es sei jetzt u : J — R eine Losung der Gleichung (473), wie sie mit dem in Lemma
10.1 angegebenen Standardverfahren konstruiert werden kann. Falls u(z) > 0 auf J
gilt, so ist die Funktion

1

y:J —R, r—y(z) = (u(x)) > (474)

immer eine positive Funktion, die die Gleichung (469) erfiillt.
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Definition 10.7

Eine Funktion f : U C R? — R heisst homogen vom Grade n € Ny, sofern
1.Vt eR\{0}: (z,y) €U = (tx,ty) €U

2.Vt e R\ {0}, V(z,y) € U: f(tx,ty) =t"f(z,y)

Beispiel 10.8

1. Essei f:U =R? — R gegeben durch f(x,y) := 2® — zy?>. Dann ist f eine
homogene Funktion vom Grade 3.

2. EsseiU:=R?\ ({(0,5) | s € R} U{(s,0) | s € R}). Die Funktion f : U — R,
gegeben durch f(z,y) = % — o Ist homogen vom Grade 0.

Definition 10.9

Es sei f: U C R? — R homogen vom Grade 0. Dann heisst die Differentialgleichung
y'(z) = f(z,y(z)) Differentialgleichung vom homogenen Typ.

Theorem 10.10 Differentialgleichung vom homogenen Typ

Essei f : U C R? — R homogen vom Grade 0 und es gelte UN{(0,s) | s e R} ={ }.
Weiterhin sei {(1,s) |[s € R} NU # { } und es sei J C R eine Menge, fiir die gelte

JC{reR|yer: (x,y) €U} (475)

Falls eine differenzierbare Funktion v : J — R, existiert, die die Differentialgleichung

VreJ: (z)= i (F1,u(z)) — u(z)) (476)

erfiillt, dann ist die Funktion
y:J =R, z+— y(x):=zu(r) (477)
eine Losung der homogenen Gleichung
VeelJ: yf(x)=fz,y(x)) (478)

Beweis

Wir nehmen an, es gebe ein J C {x € R | Jy € R : (z,y) € U} und eine
differenzierbare Funktion u : J — R mit der Eigenschaft

Vo e J: u'(z) == (f(1,u(z)) —u(x)) (479)

SHE

Dann folgt
Ve e J: zu'(z) = f(1,u(z)) — u(x) (480)
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Wegen der Homogenitéit von f vom Grade 0 ist dies aquivalent zu
Ve e J: zu(z) = f(z,zu(z)) — u(z), (481)
und dies ist gleichbedeutend mit
Ve e J: (zu)(z)= f(z,zu(z)) (482)
Definiert man jetzt die Funktion y : J — R durch
x— y(x) = zu(x), (483)
so schreibt sich die letzte Beziehung als
VeeJ: y(x) = f(ry()) (484)

d.h. y erfiillt auf J unter den genannten Bedingungen die Differentialgleichung vom
homogenen Typ.

Beispiel 10.11
Es sei die folgende Differentialgleichung gegeben

2/ xy(x) — ylx
Y (@) = Fla,yla)) = VYD YD) (485)

T

Wéhlt man U := {(z,y) € R* | zy > 0}, so erkennt man, dass f : U — R homogen
vom Grade 0 ist. Wenden wir den Inhalt von Theorem 10.10 an, so bietet es sich
an, die Differentialgleichung

W (2) = (L) — u(e)) = - (2yfule) - 2u(a) (156)

X

zu betrachten. Vereinbart man v : J = Rt — R durch
(@) == (14 <) c>0, (487)
T

so erkennt man, dass diese Funktion die Differentialgleichung (486) erfiillt. Verein-
bart man jetzt die Funktion

y:J=RT =R, v y(z):=2u(r) =1 (1+%)2 (488)

so rechnet man relativ leicht nach, dass damit die Funktion y der urspriinglichen
Differentialgleichung gentigt:

2\/xy(x) —y(z)

y(x) = fz,y(r)) = . (489)
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Wir zitieren im folgenden zwei Lemmata, die beide aus der mehrdimensionalen
Analysis folgen. Das erste Lemma ist eine Konsequenz der Kettenregel, das zweite
Lemma eine Konsequenz des Satzes von Schwarz tiber die Vertauschung partieller
Ableitungen.

Lemma 10.12

Es sei f stetig differenzierbare Funktion f : R := [a,b] X [¢,d] — R mit a,b,c,d €
R,a < b,c < d. Fir ein festes a € R sei

Qa) = {(z,y) € R| f(z,y) = a} (490)
D(a)={reR|IyeR: (z,y) € Qa)} (491)
Falls auf einem Intervall J := (s,t) C D(«) eine stetig differenzierbare Funktion

y : J — R existiert, so dass
VeeU: f(x,y(x))=q, (492)

so erfiillt f die Differentialgleichung

V(@) (G ) + (G e yla)) =0 (49)
Lemma 10.13
Es sei die Differentialgleichung
Y (2)Q(z,y(x)) + P(z,y(x)) =0 (494)

gegeben, wobei P, () : R — R stetig differenzierbare Funktionen sind. Eine notwendige
Bedingung an die Existenz einer stetig differenzierbaren Funktion f: R — R mit

of of
L _p - = 4
in R ist die Gradientenfeldgleichung
or  0Q
- 7% 4
oy  Ox (496)

im Rechteck R.

Die Kombination beider Lemmata fiihrt zu einem sehr machtigen Werkzeug, um mit
einem bestimmten Typ nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen umzuge-
hen. Wir veranschaulichen dies in folgendem

73



Beispiel 10.14
Es sei die Differentialgleichung

(ty(z) - )y () = 5a* + ylz) (197)

gegeben. In der Notation des Lemmas 10.13 bedeutet dies
P(z,y) =32 +2y  Q(z,y) = 2(z — 4y) (498)
Offensichtlich erfiillen diese Funktionen auch die notwendige Bedingung

oP  9Q

9y o (499)
zur Existenz einer stetig differenzierbaren Funktion f mit
gi =P g;}; = (500)
in einem geeignet gewahlten Rechteck R C R%. Wir erhalten jetzt folgendes:
af 3
i P = flz,y) =2° + 22y + g(y) (501)

mit einer zunachst unbekannten Funktion g
= = +gy)=20-4) = Juy=-8 (502

Dies legt die Funktion f bis auf eine additive Konstante fest:
f(z,y) = 2® + 22y — 4y* + ¢ (503)
Aus der Beziehung
flz,y) =2 +22y — 4> +c=a €ER (504)
folgt jetzt durch Differentiation nach x die Beziehung
222 + 2wy (z) + 2y(z) — Sy(z)y () = 0 (505)

was unsere urspriingliche Differentialgleichung (497) ist. Die Gleichung (504) liefert
bei festem o € R zu dieser Differentialgleichung eine implizite Losung, sofern diese
Gleichung zum vorgegebenen Wert von « in der Form y = y(x) aufgelést werden
kann.
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Definition 10.15 Euler-Multiplikator

Es sei R C R? ein Rechteck und P,Q : R — R stetig differenzierbare Funktionen,
die nicht notwendigerweise die Beziehung

oP  0Q
e (506)

in R erfiillen. Eine stetig differenzierbare Funktion M : R — R mit der Eigenschaft

OMP) 9(MQ)
oy Oz (507)

heisst Euler-Multiplikator.

Falls die Differentialgleichung (499) also bei vorgegebenen P, nicht in ganz R
erfiillt ist, so kann man versuchen, einen Euler-Multiplikator M anhand von (507)
zu konstruieren, so dass sich wiederum die Situation der Lemmata 10.12 und 10.13
anwenden lasst.

Beispiel 10.16
Es sei R:[1,2] x [1,2] und die zu betrachtende Differentialgleichung

y'(x) Qx,y(x)) + P(x,y(x)) =0 (508)
soll auf R untersucht werden. Hierbei seien
Qz,y) =2y + 2%  P(a,y) =3y'a’ +y’x (509)

Die Differentialgleichung (499) ist auf R nicht erfiillt. Betrachten wir jedoch die

Funktion 1

xy?’

so gilt die Differentialgleichung (507) und dies liefert die neue Differentialgleichung

M:R—R, (z,y)— M(z,y):= (510)
Y (2)(2y(2)2° + 2) + (3y*()a® + y(x)) = 0, (511)

die auf die implizite Losungsgestalt
() +y(@)r = c (512)

mit einer reellen Konstante ¢ fithrt. In Abhéngigkeit der gewéahlten Konstante ¢
sind die jetzt moglichen Losungen y(z) durch Auflosung der Gleichung (512) zu
untersuchen.
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11. Einfiihrung zu Kompakten Symmetrischen Operatoren

Wir haben zu Beginn im zweiten Kapitel, Theorem 2.3, den Spektralsatz fiir sym-
metrische lineare Abbildungen in endlichdimensionalen reellen Vektorrdaumen er-
wahnt und es als eine der Zielsetzungen ausgegeben, diesen Satz unter bestimmten
Bedingungen in die Theorie unendlichdimensionaler Hilbertraume hineinzutragen.
Wir skizzieren im folgenden die Situation bei kompakten symmetrischen Operatoren,
wo wir sehr viel Gemeinsamkeiten mit dem endlichdimensionalen Fall erkennen wer-
den.

Entscheidend hierfiir ist zunéchst der Begriff des kompakten Operators, den wir an
folgender Uberlegung motivieren wollen.

Es sei (x,)nen irgendeine beschrankte Folge im C-Hilbertraum [* mit Standard-
Orthonormalbasis (e;);ey. Somit kann jedes Element x,, der Folge in der folgenden
Form geschrieben werden:

oo
Ty =) xie; 7 €C, nmneEN (513)
=1

Die Abbildung K : D(K) C [*> — [? sei so konstruiert, dass (2, )neny € D(K) und es
gelte

Kz, .= —zle, 514
T 1€ (514)

In diesem Fall haben wir also die Situation, dass wir aus dem Abbild (Kz,)nen
der beschrénkten Folge (z,)nen in jedem Fall eine konvergente Teilfolge auswihlen
konnen.

Diese Situation erinnert an das Kriterium fiir Folgenkompaktheit und gibt Anlafl zu
folgender, allgemein gefasster

Definition 11.1

Eine lineare Abbildung K eines normierten Raumes F in einen normierten Raum
F heisst kompakt, wenn das Bild (Kx,),ey jeder beschrankten Folge (z,)nen €ine
konvergente Teilfolge enthalt.

Wir wollen zielstrebig zu einem Resultat gelangen, das uns ein hinreichendes Kri-
terium dafiir in die Hand gibt, wann ein in [? agierender Operator kompakt ist.
Dies ist von grofler Bedeutung, etwa fiir Tridiagonaloperatoren, wie sie in der Quan-
tenmechanik standig auftreten. Es wird uns ein spektraltheoretisches Werkzeug zu
ihrer Behandlung liefern.

Als erstes vergewissern wir uns der Tatsache, dass jeder kompakte Operator sogar
stetig ist:
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Lemma 11.2

Es sei K ein kompakter Operator des normierten Raumes F in den normierten Raum
F. Dann ist K stetig, d. h. es existiert insbesondere der Ausdruck

Kz

Beweis

Wir nehmen an, dass K unstetig, d.h. unbeschrankt ist. Dann existiert eine Folge
(Tp)neny mit z, € E, sowie ||x,|| = 1 und ||Kx,|| > n ab einem gewissen Index
N € N. Offensichtlich ist die Folge beschrankt, und daher gilt insbesondere fiir jede
Teilfolge (2n,) C (2,), dass

Kol 2 n, (515)

ab einem gewissen Index IN; € N. Dies bedeutet aber, dass keine der aus den
Elementen K, gebildeten Folgen konvergieren konnen. Dies ist jedoch ein Wider-
spruch zu der geforderten Eigenschaft der Kompaktheit von K. Somit ist K in der
Tat stetig.

Um das erwahnte hinreichende Kriterium fiir die Kompaktheit von Operatoren in
12 herzuleiten, bendtigen wir zudem das folgende Lemma, das eine Aussage dariiber
macht, wann ein kompakter Operator als Grenzelement einer Folge kompakter Ab-
bildungen aufgefasst werden kann:

Lemma 11.3

Konvergiert die Folge der kompakten Abbildungen K, eines normierten Raumes E
in einen Banachraum F' gleichméafig gegen K, so ist K ein kompakter Operator.

Beweis

Wir folgen dem in “Funktionalanalysis” von Harro Heuser, [He|, Kapitel 5, dargelegten
Beweis. Es sei (z;);en eine beschrénkte Folge in E, d.h. es gebe eine positive Zahl
v, so dass

Vi eN: l|zi|| < (516)

Dann existiert eine Teilfolge (21;)ien € (24)ien, so dass die Folge, welche aus den
Elementen Kjxq; gebildet wird, fiir + — oo konvergiert.

Dementsprechend kénnen wir auch eine Teilfolge (z2)ien C (41 )ien konstruieren, so
dass Kyxo; konvergiert etc.

Dieses Verfahren wenden wir iterativ an und erkennen, dass die Folge (y;)iexn der
Diagonalglieder, gegeben durch

Yi = T4 7 €N (517)

ab einem gewissen Index eine Teilfolge jeder der Folgen (xy1), (zx2), ... ist. Somit
konvergiert die Folge (K, y;)en fiir jeden Operator K,. Es werde jetzt ein € > 0
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beliebig gewahlt und ein ny € Ny vorgegeben, so dass
HKno_KH <€ (518)

Beachte hierbei, dass die Operatoren K, allesamt stetig sind und die geforderte
Voraussetzung der gleichméaflige Konvergenz der Operatoren K, gegen K bedeutet,
dass die Operatoren K,, — K stetig sind, daher eine Norm || K,, — K| besitzen, und
dass diese Norm fiir n — oo gegen 0 geht.

Fixieren wir jetzt g € N so, dass fiir ¢, k > 1 stets
1Ko yi — Kngtl] < € (519)
so erhalten wir insgesamt:
Ky — Kygl| < [|Kyi — Knoyill + [ Knoyi — Knoynl| + [[ Ky — Kyil| <

ellyill + € + ellyel| < (27 +1)e (520)

Dies bedeutet aber, dass die Folge (Kyy)ren eine Cauchyfolge im Banachraum F' ist
und somit gegen ein Grenzelement in F' konvergiert. D.h. diese Folge ist insbeson-
dere eine konvergente Teilfolge von (Kx;);en. Da (x;);en eine beliebige beschrinkte
Folge war, bedeutet dies aber gerade die Kompaktheit von K.

Dies erbringt uns jetzt ein hinreichendes Kriterium fiir die Kompaktheit von Oper-
atoren in [°:

Lemma 11.4

Es sei (ayg )i ken €ine unendliche Matrix mit

Do lanl* < oo (521)
1=1 k=1

Fernerhin sei z = (£, &, ...) ein beliebiges Element in /2. Die Abbildung K : [*? — [?
sei gegeben durch

Kz = K(fl, 62, ) = (Z a1k§k7 ceny Z Oznkfk, ) (522)
k=1 k=1
Dann ist K ein kompakter Operator auf /2.

Beweis

Wir folgen auch hier wiederum der Darstellung in [He]. Zunéchst folgt aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass fiir jedes x = (&1, &, ...) in [2 die Reihen Y32, cinés,
konvergieren, und dass fernerhin

| > e P < YD aa]? D016 (523)
P P

=1 = i=1 k=1

o)
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Damit ist klar, dass K in der Tat [? nach [? abbildet. Die Linearitit der Abbildung
K ist nach ihrer Definition klar. Thre Stetigkeit und damit Beschranktheit erkennt
man wie folgt:

1Kzl < [ > loa]? || (524)

i,keN
fiir beliebiges = € [?. Definieren wir die Operatoren
K, =1 z=(£,6,..)— Ko := (Z a1y e Z ankér, 0,0, ....), (525)
k=1 k=1

so gilt

i=n+1 k=1

| Kz — K] SJ > 2 el Izl (526)

fiir alle x € [? und daher

| K — K| < J i i || (527)

i=n+1 k=1

Fiir n — oo geht die rechte Seite dieser letzten Beziehung gegen 0, und daher kon-
vergieren die K, gleichméafig gegen K. Nach Lemma 11.3 ist aber damit K ein
kompakter Operator in [2.

Wir geben schliellich den Entwicklungssatz fiir kompakte symmetrische Operatoren
in einem komplexen Hilbertraum.

Theorem 11.5

Genau dann gilt fiir einen linearen Operator A eines C-Hilbertraums F die Darstel-
lung

Az = i fn (T, U ) Uy (528)

n=1
fiir jedes beliebige x € E und mit einer endlichen oder gegen 0 strebenden fes-
ten Folge reeller Zahlen (u,)nen sowie einer festen Folge orthonormaler Vektoren
(tn)nen, sofern A symmetrisch und kompakt ist.

Beweis

Wir zeigen im folgenden lediglich, dass ||A|| gleich dem Betrag des grofiten Eigen-
werts von A ist und verweisen den interessierten Leser auf die vollstindige Be-
weisfiihrung von Theorem 11.5 in [He], Kapitel 5.

Fiir den symmetrischen Operator A gilt zunéachst
sup|je|=1 |(Az, z)| = [|A]]

Dieses Fakt erkennt man wie folgt: Bezeichnen wir zunachst
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Z/(A) = SIlszH:l |(A£E,x)|,

so erkennen wir trivialerweise v(A) < ||A|l. Wir wollen jetzt zeigen, dass auch
v(A) > ||A]| gilt. Fir eine beliebige Zahl A > 0 erhalten wir

4[| Axl|? =
(A(Az + $Az), Az + +Az) — (A(\z — $Az), Az — S2)

<v(A) (J|]M\x + iA:cHQ + [|]Mz — %A:UHQ)

1
= w(A)N[Jz|” + 5 l1A=]P) (529)
wobei wir in der letzten Beziehung den Parallelogrammsatz
2 +ylI* + llz = ylI* = [l2[]* + [ly]* (530)

fiir beliebige Vektoren x,y des zugrundegelegten Hilbertraums benutzt haben.
Setzen wir jetzt

(531)
so erhalten wir die gesuchte Abschétzung ||Azx|| < v(A)||z||. Letzteres gilt ins-
besondere auch im Fall z = 0. Insgesamt haben wir damit ||A|| = v(A) gezeigt.
Infolgedessen existiert eine Folge (x,,)ney und eine Zahl p € R mit u = ||Al| > 0, so

dass
lzall =1 (Azp, 20) — p (532)

fiir n — oo. Aus der Ungleichung
0 < [[Azn — panl|® = [|Azn||* = 20 (Azn, @) + p2||2n]* <
IAII* = 2p(Azn, 2) + [J A (533)

folgt insbesondere
Az, — pxy, — 0 (534)

Aufgrund der Kompaktheit von A besitzt die Folge (A, ),en eine konvergente Teil-
folge (Ax,, ) und somit folgt aus der letzten Gleichung, dass z,, gegen ein normiertes
Element u € E strebt. Weiterhin gilt

Au— pu =0 (535)

d.h. w ist wegen |u| = ||A|| Eigenvektor von A zum Eigenwert ||A|| bzw. —||A]l.
Damit gilt aber

[(Au, u)| = sup|jg)=1|(Az, )|

Auf der anderen Seite ist jeder Vektor u, der der letzten Gleichung geniigt, ein
Eigenvektor von A zu den Eigenwerten ||A|| bzw. —||A]||. Dies kann verdeutlicht
werden, in dem die Folgenelemente x,, alle zu u gewahlt werden.
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